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基于表面阻抗边界条件的等离子体薄涂层电磁散射
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基于表面阻抗边界条件时域有限差分 (FDTD)方法研究了一维斜入射情况下非磁化等离子体薄涂层涂敷金属

材料的电磁散射特性,该方法忽略对薄层背景材料进行网格剖分,大大减少了计算量. 首先推导了理想导体涂敷等

离子体薄涂层的表面阻抗频域表达式,然后代入边界条件并变换到时域,再用分段线性递推卷积方法将时域表达式

离散得到 FDTD迭代式. 编程计算了垂直及斜入射情形下的平行极化和垂直极化反射系数,通过验证算例与解析解

对比,结果表明该方法的准确性和有效性. 最后利用该方法分析了不同入射角对反射系数的影响.
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1 引 言

飞行器以超音速再入大气层的过程中与大气

强烈作用, 表面的气体被电离形成等离子体鞘层,

等离子体鞘层对电磁波的散射作用, 导致飞行器

再入过程中出现一段时间的通信中断, 这对飞行

器的回收安全造成了很大危胁 [1,2]. 一般情况下,

目标飞行器表面分布的等离子体鞘层厚度相对

于飞行体电尺寸而言比较薄, 所以研究等离子体

薄涂层电磁特性, 对于理解再入过程中通信中断

现象及提出解决方案具有很重要的理论及现实

意义.

对于常规介质情况下的基于时域有限差分

(FDTD) 方法薄涂层电磁散射的研究, 目前主要有

粗细网格剖分法 [3]、节点修正等效参数方法 [4] 及

表面阻抗边界条件 (SIBC)方法 [5−7] 等. 对于色散

有耗介质,文献 [8]利用节点修正等效参数方法拓

展处理了色散介质薄涂层电磁散射研究,但这种方

法处理复杂等离子体介质时,将耗费大量的内存资

源,而且编程复杂度较高. 本文运用文献 [5]提出的

表面阻抗边界条件方法成功地研究了等离子体薄

涂层的电磁散射特性. 该方法忽略对薄层背景材料

进行网格剖分,大大减少了计算量.

以平行极化为例, 基于表面阻抗边界条件, 先

推导了理想导体涂敷等离子体薄层的表面阻抗频

域表达式, 将它代入到边界条件中并变换到时域,

再用分段线性递推卷积 (PLRC) 方法 [9] 将时域表

达式离散化得到 FDTD迭代式. 垂直极化处理过程

同理. 通过验证算例中数值解与解析解对比, 验证

了该方法的准确性,表明了基于表面阻抗边界条件

处理非磁化等离子体薄涂层电磁散射的 FDTD方
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法是有效的.

2 金属表面等离子体薄层的表面阻抗

边界条件及表达式推导

2.1 非磁化等离子体表面阻抗边界条件简述

等离子体介电常数为 ε = ε0εr(ω),非磁化等离

子体的相对介电常数 [10]为标量

εr = 1− ω2
Pe

ω2 +ν2
e
− j

(
νe

ω
ω2

Pe
ω2 +ν2

e

)
, (1)

表面阻抗边界条件 [11]为

n×E = n× (ZsJs), (2)

在频域, Js = n×H 随即得到:

Etan(ω) =Zs(ω)
[
n×Htan(ω)

]
, (3)

得到时域的卷积形式

Etan(t) = Zs(t)∗
[
n×Htan(t)

]
. (4)

2.2 等离子体薄层表面阻抗及边界条件表达
式分析

平行极化和垂直极化波斜入射到理想导体背

景的等离子体薄层如图 1(a)和图 1(b)所示:

以平行极化电磁波斜入射为例,由电磁波传播

理论,离基导体板距离为 d 处的输入阻抗, 即表面

阻抗为

Z(ω) = Z1(ω)cosθi
Z2(ω)cosθt + jZ1(ω)cosθi tan(k1zcosθi)

Z1(ω)cosθi + jZ2(ω)cosθt tan(k1zcosθi)
, (5)

式中, Z1(ω) =

√
µ
ε
是等离子体特性波阻抗; Z2(ω)

是底层物质特性波阻抗; k1 = ω√µε 是等离子体波

数;与以上图形对应, θi = ϕ ,空气入射角是 θ ; d 是

等离子体薄层厚度,数值取 cm或 mm级.

等离子体薄层与理想导体模型如图 2所示.

图 1 (a)平行极化 TMz波; (b)垂直极化 TEz波

图 2 等离子体薄层与理想导体材料模型
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图 2 中 Etan 和 Htan 代表边界的切向电场和

磁场. 由于背景材料是理想导体,介质波阻抗满足

Z2 = 0,所以等离子体表面输入阻抗变为

Z = jZ1 cosθ1 tan(k1d cosθi). (6)

在图 2中取边界法向分量为轴正向,即 n= ez,

则 (3)式变为

Ex =−Z(ω)Hy, (7)

Ey =Z(ω)Hx. (8)

为方便数值计算,在 (6)式中,运用正切连续的

有理近似 [6]

tan(x)≈ f (x) =
M

∑
s=1

asx
1−qsx2 , (9)

此处 qs =
4

(2s−1)2π2 是为了正确地得到正切函数

的极点. 同时, as 的取值用来保证有理近似的零

点与正切函数 tan(x) 的零点相等. 通过取定 M 的

值, 得到 M 个奇点 qs, s = 1, · · · ,M. 和正切函数的

M个零点 zs = (s−1)π, s = 1, · · · ,M.注意到正切的

第一个零点 zs = 0已经包含在有理式 (8)中, 故而

有 f (zs) = 0, s = 2, · · · ,M. 这种方法的下一步工作

是求得一组线性方程组的解,此解为系数 as. 辅助

方程取为 f (x0) = tan(x0), 本论文得到的有理近似

(M = 20, x0 = π/4)图形如图 3所示.

图 3 正切函数有理近似 (M = 20, x0 = π/4)

这样 (6)式变为

Z = jZ1 cosθi tan(k1d cosθi)

≈ jZ1 cosθi

M

∑
s=1

asx
1−qsx2 . (10)

根据折射定律有

cosθi =

√
1−

(
sinθ

n

)2

,

n =
√

εr, (11)

θ 为空气中的入射角. 将 (10), (11)式代入 (6)式并

整理得

Ex =
M

∑
s=1

−jZ1 cos2 θik1das

1−qs cos2 θik2
1d2 Hy, (12)

定义

Es =

−jZ1

(
1− sin2 θ

n2

)
k1das

1−qs

(
1− sin2 θ

n2

)
k2

1d2

Hy, (13)

则有

Ex =
M

∑
s=1

Es. (14)

由于等离子体是非磁性材料,相对磁导率为 1,即有 Z1 =
√

µ0
ε0

√
1
εr
= Z0

√
1
εr
,

k1 = ω√µ0ε0
√

εr = k0
√

εr,
(15)

所以 (10)式变为

Z =
M

∑
s=1

jωµ0das

(
1− sin2 θ

εr

)
1−qsµ0ε0d2ω2(εr − sin2 θ)

, (16)

将 (11), (15)式代入 (13)式得

Es =

−jωµ0das

(
1− sin2 θ

εr

)
1−qsµ0ε0d2ω2(εr − sin2 θ)

Hy, (17)

式中 s = 1, · · · ,20,下文相同.

下面对 (17)式进行处理,将 εr 代入并整理得

Es −qsµ0ε0d2
[

ω2 −ω2
Pe

jω
νe + jω

]
Es

+qsµ0ε0d2 sin2 θ ·ω2Es =−jωµ0dasHy

+µ0das sin2 θ · jω
jωνe −ω2

ω2
Pe + jωνe −ω2 Hy, (18)

反变换到时域:

Es(t)−qsµ0ε0d2
[
− ∂ 2Es(t)

∂ t2

+νeω2
Pee−νet ∗Es(t)−ω2

PeEs(t)
]

+qsµ0ε0d2 sin2 θ
[
− ∂ 2Es(t)

∂ t2

]
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=−µ0das
∂Hy

∂ t
+µ0das sin2 θ

{
∂Hy(t)

∂ t

+
ω2

Pe
2

[(
− jb

a
−1

)
e(ja−b)t ∗Hy(t)

+

(
jb
a
−1

)
e(−ja−b)t ∗Hy(t)

]}
, (19)

整理得到

(1+qsµ0ε0d2ω2
Pe)Es(t)−qsµ0ε0d2ω2

Peνee−νet ∗Es(t)

+(qsµ0ε0d2 −qsµ0ε0d2 sin2 θ)
∂ 2Es(t)

∂ t2

=µ0das sin2 θ ·
[

hc f 1 · e(ja−b)t ∗Hy(t)

+hc f 2 · e(−ja−b)t ∗Hy(t)
]

+(µ0das sin2 θ −µ0das)
∂Hy(t)

∂ t
, (20)

式中系数为

a =

√
ω2

Pe −
(νe

2
)2
,

b =
νe

2
,

hc f 1 =
ω2

Pe
2

(
− j

b
a
−1

)
,

hc f 2 =
ω2

Pe
2

(
j
b
a
−1

)
. (21)

处理 (20)式卷积时,令

φn
s =e−νet ∗E(t)

=
∫ t

0
e(−νeτ)Es(t − τ)dτ ,

φn
s4 =e(ja−b)t ∗Hy(t)

=
∫ t

0
e(−veh4)τHy(t − τ)dτ,

φn
s5 =e−(ja+b)t ∗Hy(t)

=
∫ t

0
e(−veh5)τHy(t − τ)dτ, (22)

上式中

νeh4 =− (ja−b),

νeh5 =(ja+b), (23)

以上 φn
s , φn

s4, φn
s5的处理过程见附录 A,最后 (20)式

写为如下形式:

(1+qsµ0ε0d2ω2
Pe)Es(t)−qsµ0ε0d2ω2

Peνeφn
s

+(qsµ0ε0d2 −qsµ0ε0d2sin2θ)
∂ 2Es(t)

∂ t2

=µ0das
2θ · [hc f 1 ·φs4 +hc f 2 ·φs5]

+(µ0dassin2θ −µ0das)
∂Hy(t)

∂ t
. (24)

3 离散时域的 FDTD迭代式推导

将 (24)式在 t = n∆t 时刻离散

(1+qsµ0ε0d2ω2
Pe)E

n
s −qsµ0ε0d2ω2

Peνeφn
s

+(qsµ0ε0d2 −qsµ0ε0d2 sin2 θ)
En+1

s −2En
s +En−1

s

(∆t)2

=µ0das sin2 θ [hc f 1 ·φs4 +hc f 2 ·φs5]

+(µ0das sin2 θ −µ0das)
Hn+1/2

y −Hn−1/2
y

∆t
, (25)

由此得到 En+1
s 的迭代式

En+1
s =

1
As

[
B1sEn

s +B2sEn−1
s +B3sφn

s +B4sφn
s4

+B5sφn
s5 +B6s(H

n+1/2
y −Hn−1/2

y )
]
, (26)

式中系数

As =− qsµ0ε0d2 cos2 θ
(∆t)2 ,

B1s =1+qsµ0ε0d2ω2
Pe

(
1− 2

(∆t)2ω2
Pe

cos2 θ
)
,

B2s =
qsµ0ε0d2

(∆t)2 cos2 θ ,

B3s =−qsµ0ε0d2νeω2
Pe,

B4s =−µ0das sin2 θ ·hc f 1,

B5s =−µ0das sin2 θ ·hc f 2,

B6s =
µ0das cos2 θ

∆t
, (27)

(26)式中

φn
s = e(−νe∆t)φn−1

s +En
s χ0 +

(
En−1

s −En
s
)
ξ 0,

φn
s4 = Jn

41 + Jn
42 + Jn

43,

φn
s5 = Jn

51 + Jn
52 + Jn

53, (28)

其中 Jn
41, Jn

42, Jn
43, Jn

51, Jn
52, Jn

53,见附录 A.

4 数值验证及分析

4.1 垂直入射情形

非 磁 化 等 离 子 体 参 数 取 v = 300 GHz,

ωp = 2π×26×109 rad/s,入射波为高斯脉冲

Ei(t) = exp
(
− 4π(t − t0)2

τ2

)
, (29)
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式中, τ = 2.5 × 10−12 s, t0 = 2 × 10−12 s, 时间步

长为 ∆t = 3.125× 10−13 s, τ = 80∆t, 空间步长为

∆z = 1.875× 10−4 m, 计算时, 计算空间分为 1000

个计算网格,等离子体薄层涂敷在金属表面, 薄层

厚度取为 0.002, 0.006, 0.01, 0.02 m,为了防止边界

所产生的电磁波反射,两端采用修正的Mur吸收边

界,其余为真空.模拟的时间步为 32000步.计算结

果如图 4和图 5示,其中图 4为垂直极化入射情况

下的反射系数与解析解对比图,图 5为平行极化波

垂直入射情况下的反射系数与解析解对比图. 从两

图结果可以看出,计算结果与解析解相符,表明本

文方法的可行性和准确性.

图 4 垂直极化波垂直入射时不同厚度反射系数

图 5 斜入射情形平行极化时不同厚度反射系数

4.2 斜入射情形: 平行极化

图 6—9 分别为等离子体厚度为 0.002, 0.006,

0.01, 0.02 m时平行极化波以不同入射角斜入射到

非磁化等离子体薄层的反射系数与解析解对比. 从

图中可见在不同斜入射角情况下计算结果和解析

解完全相符,表明本文算法在斜入射情况下的准确

性. 计算中的等离子体参数与前面一致.

图 6 d = 0.002 m斜入射反射系数与解析解

图 7 d = 0.006 m斜入射反射系数与解析解

图 8 d = 0.01 m斜入射反射系数与解析解

图 9 d = 0.02 m斜入射反射系数与解析解
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4.3 斜入射情形: 垂直极化

图 10—13分别为等离子体厚度为 0.002, 0.006,

0.01, 0.02 m时垂直极化波以 θ 角斜入射到非磁化
等离子体薄层的反射系数与解析解对比,由图中计

算结果可以看出垂直极化斜入射情况下两者相符.

计算中的等离子体参数与前面一致.

图 10 d = 0.002 m斜入射反射系数与解析解

图 11 d = 0.006 m斜入射反射系数与解析解

图 12 d = 0.01 m斜入射反射系数与解析解

图 13 d = 0.02 m斜入射反射系数与解析解

5 结 论

运用表面阻抗边界条件 FDTD 方法处理了理

想导体表面涂敷非磁化等离子体薄层的反射,与解

析解相符,表明本文方法的正确性和有效性. 本文

结果为将来解决三维实际等离子体薄涂层目标的

电磁散射问题奠定了理论基础.

6 附录 A (23)式中卷积的处理

对于卷积

φn
x =

∫ t

0
e(−νeτ)Ex(t − τ)dτ (A1)

用分段线性递推卷积 (PLRC)方法 [9]得到

Ex(n∆t − τ) = En−n′
x

+
En−n′−1

x −En−n′
x

∆t
(τ −n′∆t), (A2)

因此,

φn
x =

n−1

∑
n′=0

[
En−n′

x χn′

+
(
En−n′−1

x −En−n′
x

)
ξ n′

]
, (A3)

式中
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
χn′ =

∫ (n′+1)∆t

n′∆t
e(−νeτ)dτ =

1
νe

[
1− e(−νe∆t)

]
e(−νen′∆t),

ξ n′ = 1
∆t

∫ (n′+1)∆t

n′∆t
e(−νeτ)(τ −n′∆t)dτ =

1
νe

[
1

νe∆t
−
(

1+
1

νe∆t

)
e−νen∆ t

]
e−νen′∆t ,

(A4)

所以,

χn′+1 =e(−νeτ)χn′

ξ n′+1 =e−νe∆tξ n′ . (A5)

下一时间步的 φx 可写为

φn+1
x =

n

∑
n′=0

[
En+1−n′

x χn′

+
(
En−n′

x −En+1−n′
x

)
ξ n′

]
= En+1

x χ0 +
(
En

x −En+1
x

)
ξ n′

+
n

∑
n′=1

[
En+1−n′

x χn′

+
(
En−n′

x −En+1−n′
x

)
ξ n′

]
= En+1

x χ0 +
(
En

x −En+1
x

)
ξ n′ + e−νe∆tφn

x . (A6)

对 φn
s4, φn

s5,用 Hn−1/2
y 代替界面处切向 Hn

y

φn
s4 =

∫ t

0
e(−νeτ)Hy(t − τ)dτ

= Jn
41 + Jn

42 + Jn
43, (A7)

式中

Jn
41 =

∫ ∆t/2

0
e(−νeτ)Hy(t − τ)dτ,

Jn
42 =

∫ (n−1/2)∆t

∆t/2
e(−νeτ)Hy(t − τ)dτ,

Jn
43 =

∫ n∆t

(n−1/2)∆t
e(−νeτ)Hy(t − τ)dτ.

(A8)

用 PLRC方法

Hy

[(
n− 1

2

)
∆t − τ

]

=Hn−1/2−n′
y +

Hn−1/2−n′−1
y −Hn−1/2−n′

y

∆t

×

[
τ −

(
n′− 1

2

)
∆t

]
, (A9)

将上式代入 Jn
41, Jn

42, Jn
43 得

Jn
41 =

∫ ∆t/2

0
e(−νeτ)

[
Hn−1/2

y +
Hn−3/2

y −Hn−1/2
y

∆t(
τ +

∆t
2

)]
dτ = Jn

411 + Jn
412,

Jn
42 =

∫ (n−1/2)∆t

∆t/2
e(−νeτ)

[
Hn−1/2−n′

y

+
Hn−1/2−n′−1

y −Hn−1/2−n′
y

∆t

×
[

τ −
(

n′− 1
2

)
∆t
]]

dτ,

Jn
43 =

∫ n∆t

(n−1/2)∆t
e(−νeτ)Hn−1/2−n

y dτ. (A10)

计算得到



Jn
411 =− 1

νe

(
e(−νe

∆t
2 )−1

)
Jn

412 =
1
∆t

∫ ∆t/2

0
e(−νeτ)

(
τ +

∆t
2

)
dτ =− 1

νe∆t

[
∆t
2

e(−νe
∆t
2 )+

1
νe

(e(−νe
∆t
2 )−1)

]
+

1
2

Jn
11

Jn
42 = Hn−3/2

y χ1
h4 +

(
Hn−5/2

y −Hn−3/2
y

)
ξ 1

h4 + e−νe∆tJn−1
42

(A11)

Jn
42 前两个初始值为

J2
42 =H1/2

y χ1
h4 +

(
H−1/2

y取0 −H1/2
y

)
ξ 1

h4,

n > 2取n = 2; n′ = 1

J3
42 =H3/2

y χ1
h4 +

(
H1/2

y取0 −H3/2
y

)
ξ 1

h4

+H1/2
y χ2

h4 +

(
H−1/2

y取0 −H1/2
y

)
ξ 2

h4

034102-7



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 3 (2013) 034102

=H3/2
y χ1

h4 +

(
H1/2

y −H3/2
y

)
ξ 1

h4 + e−νe∆tJ2
42,

> 2取n = 2; n′ = 1. (A12)

上式中

χn′
h =

∫ (n′+1/2)∆t

(n′−1/2)∆t
e(−νeh4τ)dτ

=− 1
νeh4

e−νeh4(n′−1/2)∆t(e−νeh4∆t −1)

ξ n′
h =

∫ (n′+1/2)∆t

(n′−1/2)∆t

e(−νeh4τ)

∆t

[
τ −

(
n′− 1

2

)
∆t
]

dτ

=− 1
νeh4∆t

e−νeh4(n′−1/2)∆t

[
∆t e−νeh4∆t +

1
νeh4

(e−νeh4∆t −1)
]

(A13)

它们的迭代式为

χn′+1
h =e−νeh4∆t χn′

h ,

ξ n′+1
h =e−νeh4∆tξ n′

h , (A14)

其中 νeh4 =−(ja−b). 最后得到 φn
s4 迭代式为

φn
s4 = Jn

41 + Jn−1
42 + Jn−1

43 , (A15)

同理得到 φn
s5 迭代式为

φn
s5 = Jn

51 + Jn−1
52 + Jn−1

53 , (A16)

并且 νeh5 = (ja+b).
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Finite difference time domain analysis on
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Abstract

Using the surface impedance boundary condition (SIBC)-finite difference time domain (FDTD) method, the electromagnetic

scattering characteristic of non-magnetized plasma coating on metal material is obtained, under the one-dimensional (1D) oblique

incident wave condition. The SIBC method can greatly reduce computational memory by ignoring the mesh division of the background

material. Firstly, the expression of frequency domain surface impedance is derived, and substituted into boundary condition equation.

Then the equation is transformed to time domain via Fourier inverse transformation method, and the formula is quantized to obtain the

update equation by piecewise linear recursive convolution (PLRC) method. The algorithm is used to calculate the reflection coefficients

of parallel and vertical polarization waves at oblique incident angels. The comparison of the SIBC-FDTD results with analytic solutions

shows the validation and effectiveness of proposed method. Finally, the effect of incident angle on reflection coefficient is analyzed by

this method.

Keywords: finite-difference time-domain method, surface impedance boundary condition, non-magnetized plasma
thin coating
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