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辛 Runge-Kutta方法在求解 Lagrange-Maxwell方程
中的应用研究*
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给出了采用辛 Runge-Kutta (R-K)方法求解 Lagrange-Maxwell方程的数值积分方法,并数值研究了 RLC电路弹
簧耦联系统中极板的运动及电流的变化情况,其计算结果和传统的 R-K方法相一致,说明利用辛积分算法研究机电
动力系统是合理和有效的,并在此基础上采用辛 R-K方法研究了 Noether意义下的形式不变性.
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1 引 言

现代科技的发展, 使得机械与电子的融合越
来越紧密, 光机电一体化的趋势越来越明显, 如各
种电机、机电换能器、磁流体动力变换装置、磁

悬浮列车、机电驱动与传动系统、机器人系统等

都是典型的机电能量转换系统 [1,2]. 设计和研制性
能优良的机电一体化系统, 掌握和深入研究机电
耦联系统的动态行为等问题, 必须要以分析动力
学为基础, 辅以好的数值分析手段. 这将对科学技
术及国民经济的发展起到良好的促进作用. 用分
析动力学方法研究机电耦联系统的基本方程就是

Lagrange-Maxwell (L-M) 方程 [1−8], 所以对该方程
的研究和计算是一个至关重要的问题,本文就是要
应用现在比较优越的辛积分算法来研究 L-M方程
的数值解法.
辛积分算法开始于 1980 年代初, 是由我国著

名学者冯康先生首先提出来, 迅速应用于大气物
理、天文观测、原子与分子物理、材料科学等各

个学科和领域, 并取得了许多重要成果. 哈密顿体

系的辛几何算法具有保持系统拓扑结构和精度

高等特点, 在研究长时间的演化解时具有优越性
[9−11]. 为了研究系统长时间的演化, 要求相应数
值算法具有保持体系守恒量的性质. 本文利用辛
Runge-Kutta算法来研究完整机电耦联系统分析动
力学方程——L-M方程,并计算其在 Noether对称
性意义下的守恒量.

2 完整机电系统的 L-M 方程及其

Hamilton化

我们把力学过程和电学过程相互关联的系统,
称为机电动力系统.用力学模型来描述 N 个粒子的

机械运动部分,如果系统受到 d 个理想的双面完整

约束,则系统的空间位置由 n = 3N −d 个广义坐标

确定;用电学模型来描述电路和磁路构成的电动部
分,假设系统有 m个回路,取 m个广义电量来确定

系统的电磁运动. 为研究问题方便, 假设机电系统
的每一个回路由线性导体和电容构成,回路之间没
有关系, 回路的电磁过程是相互依赖的. 对于第 k

个回路,我们用 ik 表示电流, Vk 表示电动势, ek 表示
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电容中的电量 (ėk = ik), Rk 表示电阻, Ck 表示电容

量,那么机电系统的 Lagrange函数为 [1−7]

L = T (q j, q̇ j)−V (q j)+Wm(q j, ik)−We(q j,ek), (1)

耗散函数为

F = Fm(q j, q̇ j)+Fe(ik), (2)

这里 q j, q̇ j( j = 1, · · · ,n) 为系统的广义坐标和对应
的广义速度; 在稳定约束条件下, 机械系统的动能
T (q j, q̇ j)是广义速度的齐二次型

T =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

mi jq̇iq̇ j, (3)

机械系统的势能 V 是广义坐标的函数 V =

V (q1,q2, · · · ,qn). 系统的电场能 We 和磁场能 Wm

分别为

We =
m

∑
k=1

∫ ek

0
Ue

k dek

=
m

∑
k=1

∫ ek

0

ek

Ck
dek

=
1
2

m

∑
k=1

e2
k

Ck
, (4)

Wm =
1
2

m

∑
k,r=1

Lkrikir. (5)

机械系统中黏滞阻尼力的耗散函数 Fm 和电磁系统

中的电耗散函数 Fe 分别为

Fm =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ci jq̇iq̇ j, (6)

Fe =
1
2

m

∑
k=1

Rki2k , (7)

则可以得到机电耦联系统的 L-M方程

d
dt

(
∂L
∂ ėk

)
− ∂L

∂ek
+

∂Fe

∂ ėk
=Uk, (k = 1, · · · ,m)

d
dt

(
∂L
∂ q̇ j

)
− ∂L

∂q j
+

∂Fm

∂ q̇ j
= Q j, ( j = 1, · · · ,n) (8)

这样形成了 n+m个独立的二阶微分方程组. 其初
始和边界条件为

ek|t=0 = e0
k , ik|t=0 = i0k ,

q j|t=0 = q0
j , q̇ j|t=0 = q̇0

j . (9)

我们称 ∂F/∂ q̇ j 和 ∂F/∂ ėk 为耗散力, Uk 为外加电

动势, Q j 为非势广义力.
将空间坐标和广义电量用统一的广义坐标

qs(s = 1, · · · ,n,n+1, · · · ,n+m)来表示,其中 qs(s =

1, · · · ,n)表示空间坐标分量, qs(s = n+1, · · · ,n+m)

表示电学分量,机电动力系统的 L-M方程 (8)可以
表示为

d
dt

(
∂L
∂ q̇s

)
− ∂L

∂qs
+

∂F
∂ q̇s

= Qs

(s = 1, · · · ,n,n+1, · · · ,n+m), (10)

其中 Qs(s = 1, · · · ,n) 为非势广义力, Qs(s = n+ 1,
· · · ,n+m)为广义电动势.
假定机电动力系统的广义动量为

ps =
∂L
∂ q̇s

,

(s = 1, · · · ,n,n+1, · · · ,n+m), (11)

引入该系统的 Hamilton函数为

H(t,q, q̇) =
n+m

∑
s=1

psq̇s −L = H(t,q, p). (12)

从方程 (10)可以得到 L-M机电动力系统的 Hamil-
ton正则方程为

q̇s =
∂H
∂ ps

|q̇s=(t,q,p),

ṗs =−∂H
∂qs

+Qs −
∂F
∂ q̇s

|q̇s=(t,q,p), (13)

方程 (13) 中的 q = {q1, · · · ,qn,qn+1, · · · ,qn+m}, p =

{p1, · · · , pn, pn+1, · · · , pn+m}分别表示机电动力系统
的广义坐标和广义动量.

3 L-M方程的辛积分算法

隐式 R-K积分格式是辛积分格式 [9,11]:

q(n+1) =q(n)+h
l

∑
i=1

biq̇(i), (14)

q(i) =q(n)+h
l

∑
j=1

ai jq̇( j), (i = 1, · · · , l), (15)

其中 q(t)为积分变量, q̇为其对时间导数,上标表示
变量在相应节点上的值, h表步长, l 为高斯节点数
目, bi 和 ai j 为积分系数. 将 (15)式写成矩阵形式:

q(1)

...

q(l)

=


q(n)

...

q(n)

+hA


q̇(1)

...

q̇(l)

 , (16)

其中 A = [ai j]可逆. 令 D = [di j] = A−1,则有
q̇(1)

...

q̇(l)

= h−1D




q̇(1)

...

q̇(l)

−


q(n)

...

q(n)


 , (17)
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即

q̇(i) = h−1
l

∑
j=1

di j
(
q( j)−q(n)

)
(i = 1, · · · , l). (18)

以 (14)和 (18)式为基本的积分格式,可以对微分方

程组 (13)进行积分. 积分变量为广义坐标 q和广义

动量 p. 根据 (18)式, q̇是广义坐标的线性函数,即

(18)式, ṗ是广义动量的线性函数

ṗ(i) = h−1
l

∑
j=1

di j
(

p( j)− p(n)
)

(i = 1, · · · , l), (19)

这样, 由关系式 (11), (18) 和 (19)式, l 个高斯积分

点上的广义坐标、广义动量和广义动量的时间导

数都可以由相应广义坐标确定. 过程如下: 已知

q(1) · · ·q(l),先由 (18)式计算广义速度 q̇(1) · · · q̇(l),再
由 (11)式计算广义动量 p(1) · · · p(l),最后由 (19)式

计算 ṗ(1) · · · ṗ(l).

系统方程 (13)式在 l 个高斯节点上成立. 联立

得到一个以广义坐标 q(1) · · ·q(l) 为未知量的非线性
方程组

ϕ = ϕ(z) =



[
ṗ+

∂H
∂q

−Q− ∂F
∂ q̇

](1)
...[

ṗ+
∂H
∂q

−Q− ∂F
∂ q̇

](l)

= 0, (20)

其中 z =

[(
q(1)

)T
, · · · ,

(
q(l)

)T
]T

为未知量矩阵, 上

标表示相应节点上的计算值,采用标准 Newton迭

代方法可以对方程 (20)进行数值求解. 最后利用积

分格式 (14)计算积分节点 (n+1)上 (q(n+1), p(n+1))

的值.

4 数值实验

图 1 为 RLC 电路, 其中电容 C 由上、下电极

板组成. 质量为 m的电极板被悬挂在一个刚度系数

为 k弹簧上. 电极板在重力、弹性力和电场力的作
用下沿着垂直方向振动. A是电极板面积, s是极板

距离, R是电阻, L1 是电感, 电场力 E = E0 sin(ωt).
下面通过辛 R-K算法研究电容器极板运动的动量
依赖对称性,并和标准的 R-K方法的计算结果进行
比较,来充分说明辛积分算法在处理机电耦联系统
动力学问题中的可行性和优越性.
图 1所示电容器有两个自由度.我们选择电容

器的活动极板的平衡位置 O为坐标原点,空间坐标
x 和电量 e 作为广义坐标. T = mẋ2/2 是系统的动
能, Wm = L1ė2/2 是系统的电能, V = kx2/2 是弹性
势能, We = (s− x)e2/2A是电容器储存的能量.

图 1 RLC电路

系统的 Lagrange函数为

L =
1
2

mẋ2 +
1
2

L1ė2 − 1
2

kx2 − 1
2

s− x
A

e2, (21)

耗散函数为

F = Fe =
1
2

Rė2. (22)

下面,分别采用辛积分格式 (14), (15)和 4步 4
阶 R-K方法来研究上述 RLC电路, 计算过程中取
如表 1所示的参数值 [12].

表 1 计算过程中所采用的参数值 (采用国际单位制)

s A m R ω L K h

0.1 m 0.01 m2 0.015 kg 0.05 Ω 85.4 rad/s 0.0016 F 369.73 N/m 0.001

图 2表示在无外加激励电压、无阻尼,初始值
x(0) = 0.04,e(0) = 0.5时算得的电容器极板的振动
曲线, 电容器极板做简谐振动. 图 3 表示在无外加
激励电压,有电阻阻尼和上述初始条件下算得的电
路中电荷的变化曲线, 电路中的电荷呈指数衰减.

从图 2和图 3可以看出,利用格式 (14), (15)对 RLC
电路弹簧耦联系统进行数值计算所得结果和采用 4
步 4阶 R-K方法所得结果相一致,说明利用辛积分
算法研究机电动力系统是合理和有效的.
在 Noether对称性的意义下,上述 RLC电路系
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统存在着如下的守恒量 [6]:

I1 =
1

2A
L1e2 − s− x

A
e2 +Re = const, (23)

I2 =
1
2

mẋ2 − 1
2

kx2 +
1

2A
e2 = const. (24)

图 2 无外加激励电压时电容器基本的振动

图 3 无外加激励电压时电路中电荷的变化

图 4给出了采用辛 R-K算法算得的守恒量 I1,

I2 随时间的演化曲线, 当计算到 1000 个时间单位

时,该守恒量仍然保持得很好.

图 4 Noether意义下 RLC电路系统的守恒量

5 结 论

通过上述算例可以看出,在分析力学框架下研

究机电耦联系统为采用辛积分算法提供了很好的

便利条件,通过和传统的 4步 4阶 R-K法算得的结

构相比较,说明了利用辛积分算法得到的数值结果

是合理和可靠的, 计算的 Noether守恒量能够保持

得很好也充分说明了采用辛积分算法处理机电耦

联系统问题的可靠性.
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Abstract
In this paper, we show the numerical integration method of solving Lagrange-Maxwell equation by using the symplectic Runge-

Kutta (R-K) method, and numerically study the motion of the plate in an RLC circuit spring coupled system and the current changes. Its
result is consistent with that obtained by the traditional R-K method, which demonstrates symplectic integration algorithm is reasonable
and effective in studying the electro-mechanical systems. And on this basis, the form invariance of Noether sense is studied by using
the symplectic Runge-Kutta method.
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