
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 3 (2013) 039202

缓变下垫面对浅水方程的动力学订正*
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讨论了当下垫面随时间缓慢变化时浅水方程的形式. 从控制大气运动的连续性方程和动量方程出发,将下垫面

的缓慢变化作为一个小量叠加到固有下垫面函数上,利用大气的上下边界条件,得到改进的浅水方程. 在改进的浅

水方程中,由缓变局部水平体积散度,订正了局部水平体积散度和流体局部厚度变化之间的平衡,在此基础上得到

包含下垫面缓变的涡度方程.
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1 引 言

大气的下垫面指地球表面,包括海洋、陆地及

陆地上的高原、山地、平原、森林、草原、城市等

等. 下垫面的性质和形状, 对大气的热量、水分、

干洁度和运动状况有明显的影响; 在陆地上, 巨大

的山地和高原对气候的形成与影响有着不可忽视

的作用, 而在海洋上, 海平面的变化、海水成分的

变化, 以及海洋环流的异常无疑会影响大气环流,

进而影响气候.

全球变暖对大气、海洋系统及社会经济体系

具有深远的影响.以全球气候变化为核心的全球变

化问题, 引起各国政府、科学工作者的高度重视,

也是普通民众广泛关注的问题, 20世纪 80年代以

来,在全球范围内开展了全球气候变化及其影响的

研究 [1−10].

全球变暖对陆地生态系统的影响及其反馈,是

全球变化研究的焦点,全球变化对陆地生态系统的

影响已经进行了大量的研究,这主要体现在陆地结

构、植被变化和气候变化的关联 [11−13],这种关联

的年际气候变化表现为区域增温和降水波动 [14],

对气候变暖的响应呈现出全球气候增暖的趋势 [15],

这势必对我国区域发展带来影响 [16,17], 但是陆地

系统的变化对气候变化的影响还没有定量的研究;

全球变暖以后, 两极冰盖融化, 大量的淡水进入海

洋, 造成海平面的上升, 这会影响到海水的物理结

构,在持续温暖的条件下,海水的膨胀率也会增长.

这种变化是一种缓变性海洋灾害,其长期的累积效

应将加剧风暴潮、海岸侵蚀、海水入侵、土壤盐

渍化和咸潮等海洋灾害的致灾程度 [18−23],同样海

平面的上升对气候变化的影响也没有定量的研究.

在全球变暖条件下, 就极端事件的发生和发

展, 封国林, 候威, 龚志强等做了系统的研究. 首先

对于极端事件进行了理论研究, 给出了一种确定

极端事件阈值的新方法 [24], 对于温度破纪录事件

和温度极端事件也做了研究,得到中国各地区极端

温度变化幅度差异明显,具有明显的区域特征 [25],
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给出了温度突变的过程可能是极端温度事件由一

个相对稳定状态向另一个稳定状态演变过程的结

论 [26], 气候变暖对中国极端暖月事件的变率有明
显影响 [27], 全球增暖与中国温度破纪录事件的时
空分布有一定的关联, 随着全球变暖趋势的不断
增强,破纪录温度事件发生的频次呈现不断增加的
特点 [28,29].
综上所述,可以知道在全球变暖和人类活动的

双重影响下, 大气的下垫面会发生变化, 这种变化
会对气候有反馈作用 [30,31], 而气候的变化也会对
社会经济发展产生影响 [32]! 大气下垫面的变化对
气候的反馈作用就是本文要解决的问题,讨论正压
均值流体在下垫面发生缓慢变化时,浅水方程的形
式,以及对应涡度方程的变化.

2 缓变地形下的浅水方程

2.1 基础知识

2.1.1 连续性方程与运动方程
当流体内部无质量源、汇时,连续性方程为 [33]

∂ρ
∂ t

+∇ ·ρu= 0, (1a)

这里 ρ 是密度, p是压力, u是速度矢量,都是时间
t 和空间坐标 (x,y,z)的函数. 上式用全导数形式还
可写为

dρ
dt

+ρ∇ ·u= 0, (1b)

这里
d
dt

≡ ∂
∂ t

+u ·∇是全导数.

运动方程为 [33]

ρ
du
dt

=−∇p+ρ∇ϕ +F (u). (2)

这里 ϕ 是保守彻体力 (the body force)[33,34] 的位势,
是已知量. 而 F (u) 是非保守力, 在本文中表示大
气、海洋这样牛顿流体的摩擦力, F (u) 有如下的

近似表示

F (u)≈ µ∆u+
µ
3

∇(∇ ·u). (3)

假设 µ 和 ρ 是常数,方程 (1)与方程 (2)就封闭 [33],
未知的变量只有速度 u与压力 p.

2.1.2 旋转坐标系中的运动方程
对于大气与海洋, 由于它们随地球旋转, 而运

动方程 (2)是在惯性坐标系中描述的, 以地球角速
度 Ω 旋转的坐标系中描述大气海洋的运动方程 (2)
为 [33]

ρ
(

du
dt

+2Ω ×u

)
=−∇p+ρ∇Φ +F , (4)

这里 u 是地球上观测到的速度, 是相对速度, p 是

压力, 而 Φ 是位势函数 ϕ 与由于旋转而产生的向

心加速度 Ω × (Ω ×r)的位势函数 ϕc 之和;
du
dt
称

为相对加速度, 2Ω ×u是科氏加速度 [33].
方程 (1)在旋转坐标系中没有变化,仍为

dρ
dt

+ρ∇ ·u= 0. (5)

2.2 缓变下垫面下的浅水方程

如图 1所示,具有均匀常值密度 (ρ = const)的
一层流体,自参考面 z = 0算起,流体的表面高度为
h(x,y, t). 考虑到地球对大气、海洋的作用,把由位
势 Φ 引起的彻体力模式化为一个矢量 g,其方向垂
直于 z = 0 平面, 即 Ω = kΩ , 与垂直坐标轴平行、
方向相反 [33−35]. 在我们的研究问题中,流体的旋转

图 1 浅水模式
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轴与 z 轴重合, 所以在此情况下, 科氏参数 f 就是
2Ω sinθ (Ω 是地转角速度, θ 为纬度).由于全球变
暖,地球下垫面随时间会缓变,将其细化为两部分:
大气海洋的固有下垫面和随时间缓慢变化部分,记
其形式为

z ≡ HB(x,y, t) = hB(x,y)+σhS(x,y, t), (6)

这里 HB(x,y, t)是大气海洋下垫面, hB(x,y)为大气
海洋固有下垫面,而 hS(x,y, t)为随时间缓慢变化的
部分, 参数 σ 是刻画这种缓慢变化程度的一小量,
显然, 当参数 σ = 0 时, 问题就退化为大气下垫面
没有缓变的情况;平行于 x, y和 z轴的速度分量分
别是 u, v, w;施加在流体表面的压力可以是任意的,
在本文中取其为常数; 最后, 我们假设流体是无黏
性, 即 µ = 0, 或者在讨论中流体的黏滞性不是太
重要 [33−35].
显然,流体的深度 h(x,y, t)-HB(x,y, t)随时间和

空间变化的. 假设流体的深度特征量是已知量, 记
其为 H. 同样,假设存在一个运动的水平特征量,记
为 L0. 表征浅水理论的基本参数条件是

δ = H/L0 ≪ 1, (7)

δ 就是形态比,是描述水平运动与垂直运动关系的
一个量 [33−35]. 由于假设密度是常数,所以连续性方
程 (5)简化为不可压缩条件

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂ z

= 0, (8)

为了研究方便,将压力 p(x,y,z, t)写为 [33−35]

p(x,y,z, t) =−ρgz+ p̃(x,y,z, t), (9)

上式右侧第一项将于单位质量流体所受的常值重

力抵消. 假设无黏,这时候运动方程 (4)的分量形式
有如下表示

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+w
∂u
∂ z

− f v =− 1
ρ

∂ p̃
∂x

, (10a)

∂v
∂ t

+u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+w
∂v
∂ z

+ f u =− 1
ρ

∂ p̃
∂y

, (10b)

∂w
∂ t

+u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+w
∂w
∂ z

=− 1
ρ

∂ p̃
∂ z

, (10c)

在推导 (10a), (10b)的过程中, f = 2Ω sinθ . 根据浅
流体模式的定义,用总压力 p(x,y,z, t)表示,有

∂ p
∂ z

=−ρg+O(δ 2), (11)

上式就是静力近似 [33−35]. 关于 z积分 (11)式,得

p(x,y,z, t) =−ρgz+A(x,y, t), (12)

这里 A(x,y, t)是积分常数,由上、下边界条件来定.
为了讨论方便取上边界条件为

p(x,y,h, t) = p0, (13)

也就是施加在流体表面的压力为 p0,这里的 p0 为

常数. 所以

A(x,y, t) = p0 +ρgh. (14)

将 (14)式代入 (12)式,得

p(x,y,z, t) = p0 +ρg(h− z), (15)

由 (15)式知道: 水平压力梯度与 z无关,即

∂ p
∂x

= ρg
∂h
∂x

, (16a)

∂ p
∂y

= ρg
∂h
∂y

. (16b)

所以水平加速度必然与 z无关,假设初始水平速度
与 z无关,则在以后的运动中仍能够保持与 z无关,
这样水平动量方程为

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

− f v =−g
∂h
∂x

, (17a)

∂v
∂ t

+u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ f u =−g
∂h
∂y

. (17b)

由于水平速度 u, v与 z无关,将 (8)式关于 z积分得

w(x,y,z, t) =−z
(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

)
+ w̃(x,y, t), (18)

上式中的 w̃(x,y, t) 为积分常数, 利用刚性地面
z ≡ HB(x,y, t) = hB(x,y)+σhS(x,y, t)处法向速度为

零的条件 [36],有

w(x,y,HB(x,y, t), t)

=u
∂hB

∂x
+ v

∂hB

∂y
+σ

(
u

∂hS

∂x
+ v

∂hS

∂y

)
, (19)

得到

w̃(x,y, t) =
(

u
∂hB

∂x
+ v

∂hB

∂y

)
+σ

(
u

∂hS

∂x
+ v

∂hS

∂y

)
+
[
hB(x,y)+σhS(x,y, t)

]
×
(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

)
, (20)

故有

w(x,y,z, t) =
[
hB(x,y)+σhS(x,y, t)− z

]
×
(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

)
+u

∂hB

∂x
+ v

∂hB

∂y

+σ
(

u
∂hS

∂x
+ v

∂hS

∂y

)
. (21)
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在自由面 z = h上相应的运动学条件是 [36]

w =
∂h
∂ t

+u
∂h
∂x

+ v
∂h
∂y

, z = h(x,y, t), (22)

由 (21)与 (22)式得到

∂h
∂ t

+u
∂h
∂x

+ v
∂h
∂y

− [hB(x,y)+σhS(x,y, t)−h]

×
(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

)
−u

∂hB

∂x
− v

∂hB

∂y

−σ
(

u
∂hS

∂x
+ v

∂hS

∂y

)
= 0, (23a)

即

∂ (h−hB)

∂ t
+∇H ·uH(h−hB)

−σ∇H ·uHhS(x,y, t) = 0, (23b)

这里 ∇H 是水平梯度算子, uH 是水平速度,这较之

没有地形缓变的方程 [33]

∂ (h−hB)

∂ t
+∇H ·uH(h−hB) = 0 (24)

来说, 方程左侧的第三项就是下垫面缓变的效应,

该效应受参数 σ 的制约. 比较方程 (23b) 和方程

(24),从方程 (24)知道,下垫面没有缓变时,局部水

平体积散度 ∇H ·uH(h− hB) 和流体局部厚度变化

两者之间建立了平衡关系;从方程 (23d)知道,当下

垫面有缓变时,局部水平体积散度 ∇H ·uH(h−hB)、

流体局部厚度变化以及缓变局部水平体积散度之

间三者保持平衡关系,方程 (23d)订正原有平衡关

系 (24), 更真实地反映动力学关系; 还可以看到,

当下垫面没有缓变时, 即前文所说的 σ = 0, 方程

(23b)就退化为方程 (24),这说明方程 (23b)是方程

(24)的推广,方程 (24)是方程 (23b)的特殊情况. 方

程 (17a), (17b), (23)构成缓变下垫面条件下的改进

浅水模式方程组.

2.3 缓变地形位涡方程

在笛卡尔坐标系中,相对涡度的三个分量是

ωx =
∂w
∂y

− ∂v
∂ z

, (25a)

ωy =
∂u
∂ z

− ∂w
∂x

, (25b)

ωz =
∂v
∂x

− ∂u
∂y

, (25c)

由于假设 u, v与 z无关,有

ωx =
∂w
∂y

= O
(

W
L

)
= O

(
δ

U
L

)
, (26a)

ωy =−∂w
∂x

= O
(

W
L

)
= O

(
δ

U
L

)
, (26b)

ωz =
∂v
∂x

− ∂u
∂y

= O
(

U
L

)
, (26c)

所以, 相对涡度的水平分量是其垂直分量的 O(δ )
倍. 如果将方程 (17a)对 y求微商,将方程 (17b)对
x求微商,消去 h,便得

dζ
dt

≡ ∂ζ
∂ t

+u
∂ζ
∂x

+ v
∂ζ
∂y

=−(ζ + f )
(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

)
, (27)

式中引进了记号

ζ ≡ ωx. (28)

利用 (24)式,可以把 (27)式写为

d(h−hB)

dt
+(hB −h)

(
1

(ζ + f )
dζ
dt

)
+σ

[
hS(x,y, t)

×
(

1
(ζ + f )

dζ
dt

)
+

(
u

∂hS

∂x
+ v

∂hS

∂y

)]
= 0, (29)

上式就是改进的浅水流体的位涡方程,可以作为大
气与海洋大尺度运动中考虑了下垫面缓变的动力

学模型. 同样当 σ = 0,方程 (29)就退化为 [33]

d(h−hB)

dt
+(hB −h)

(
1

(ζ + f )
dζ
dt

)
= 0. (30)

3 结 论

在全球变暖的大背景和人类活动的直接影响

下, 大气下垫面随时间会发生变化, 这种变化从某
种意义上来说是缓慢变化,这种缓慢变化对大气运
动会产生影响,涡度是描述空气微团旋转运动的强
弱程度及其方向的一个物理量,涡度方程定量地描
述了这种变化. 本文基于大气运动基本方程, 采用
了不可压缩和常值密度的假设,将下垫面的缓变作
为一个小量叠加于固有下垫面上,利用大气的上下
边界条件, 得到改进的浅水方程, 这个方程较之原
始浅水方程来说, 很好地处理了下垫面条件, 下垫
面的缓慢变化对浅水方程做了合理的动力学订正,
得到改进的位涡方程,其更适合描述大气运动的真
实状态.
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Abstract
In this paper, the shallow water equation is discussed, when the underlying surface is slowly changing. From the continuity

equation and the equation of motion controlling the movement of the atmosphere, the slowly changing of the underlying surface is

superimposed on the topography function as a small quantity, using the upper and lower boundary conditions of the atmosphere, the
modified shallow water equation is obtained. In the modified shallow water equation, the slowly changing local horizontal divergence
modifies the equilibrium between the local horizontal divergence and the local change of the thickness of the atmosphere. On the basis

of this, the vorticity equation is obtained, which contains the slowly changing underlying surface.
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