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一类三次方对称离散混沌系统的分岔控制*
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通过分析对称性破缺分岔机制,采用了一个直接的、有效的线性控制器,精确控制了一类三次方对称离散混沌

系统发生对称性破缺分岔和倍周期分岔时分岔点的位置.进而分析了系统对初始值的敏感性和对称性,选择合适的

吸引域,将对称性破缺分岔进行进一步控制,从而使得对称性破缺分岔所缺解枝得以恢复.数值结果表明了该控制

器的有效性.
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1 引 言

近几年来, 随着分岔理论和应用的快速发展,

分岔分析和分岔控制得到了国内外研究者的重视

和进一步的发展.分岔控制的主旨是设计一个控制

器去改变非线性动力系统的分岔特性 [1,2]. 控制器

既可以选择静态的或者动态的反馈控制器,也可以

选取开环控制器等 [3]. 分岔控制研究内容包括控制

分岔策略 [4] 和分岔反控制策略 [5−7] 以及在控制系

统、电力系统、电子系统以及机械系统中的应用

等 [2]. 分岔控制的主要目标有消除分岔 [8−10]、改

变分岔点的参数值 [11−14]、通过分岔控制或分岔反

控制来实现混沌控制和反控制 [15−17]; 另外也可选

择合适的控制器产生新的分岔类型 [18], 或改变分

岔的性质 [19−21]. 目前,分岔控制已经取得丰硕的成

果,尤其是在控制倍周期分岔 [22]、鞍结分岔 [23−26]

和 Hopf分岔 [27−29]等方面,大量文献涌现.

本文通过分析一类三次方对称离散混沌系统

发生对称性破缺分岔机制,应用一个直接的、有效

的线性控制器来精确控制发生对称性破缺分岔和

倍周期分岔时分岔点的位置, 提前或延迟待控分
岔点的定时和定点出现, 并保证分岔点之间的距
离保持不变.进而分析了系统对初始值的敏感性和
对称性, 选择合适的吸引域, 可以将对称性破缺分
岔进一步控制,从而使得系统所缺解枝在对称性恢
复 (symmetry-restoring)点前,吸引子的对称性得以
“即时性地”恢复.

2 对称性破缺分岔机制

对称性和对称性破缺都是非常普遍的自然现

象 [30], 并且二者总是在相互联系和补充、相互依
赖和转化中表现出来 [31]. 近些年来,尤其是在物理
学、生物学、社会学与系统论等交叉学科中,对称
性和对称性破缺得到了最为广泛的研究和应用 [31].
对称性普遍存在于各个尺度下的系统中,但是一个
完全对称性系统极不稳定, 一旦受到微扰, 系统固
有的或保持的某种对称性就会被打破,从而系统进
入非对称态, 即发生对称性破缺. 具体到一个确定
性动力系统,如果在某临界点处以后的一定的参数
区域内,系统的吸引子不再保持系统固有的某种对
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称性,则称该系统在临界点处发生了对称性破缺分
岔 [32−35]. 对于对称性破缺分岔的研究非常重要,因
为在一个对称的非线性动力系统中,对称性破缺分
岔往往是倍周期分岔的前兆,而倍周期分岔又是快
速通向混沌的最为典型和普遍的途径之一.
在 n 维欧氏空间中, 考虑一个依赖于控制 (或

称为分岔)参数 a的离散动力系统:

f (x,a) : x 7→ f (x,a), x ∈ Rn,a ∈ R, (1)

其中 f 是关于变量 x 和控制参数 a 的光滑或非

光滑映射. 在局部分岔意义下 [35−37], 如果在某点
(x0,ac),关于此点的偏导矩阵 ∂ fx0,ac

有一个特征值

的模数等于 1,则称系统在点 (x0,ac)处发生局部分

岔. 并且特征值等于 1时,有可能发生折叠分岔,也
有可能是叉式分岔;如果等于 −1,则发生倍周期分
岔. 而系统 (1)发生对称性破缺分岔处的特征值也
等于 1[38], 要区别折叠分岔和叉式分岔, 必须遵循
下面三个步骤: 1)分析系统固有的对称性; 2)分析
系统在分岔点前后的稳定解的性质,进而判断分岔
类型; 3)在固有的对称性意义下, 分析系统吸引域
的对称性.
考虑如下一类一维三次方离散混沌系统:

f (x,a) : x 7→ ax3 +(1−a)x, (2)

其中 a 为控制参数. 系统 (2) 具有对称性, 即
f (x,a) = f (−x,a). 并且系统 (2) 的周期 1 稳定解
枝为 x = 0,也为系统 (2)的三个不动点 0, ±1 (在分
岔参数 a > 0 时始终不稳定) 之一. 由此可知系统
(2)的周期 1稳定参数范围为∣∣∣∣∂ f (x,a)

∂x

∣∣∣∣
x0=0

=
∣∣3ax2 +(1−a)

∣∣
x0=0 < 1, (3)

a < 2. (4)

当控制参数 a = ac = 2 时,
∣∣∣∣∂ f (x,a)

∂x

∣∣∣∣
x0=0

= −1,

发生倍周期分岔. 记系统 (2) 的二次映射为
f 2(x,a) = f ( f (x,a),a),即

f 2(x,a) : x 7→ a( f (x,a))3 +(1−a) f (x,a). (5)

系统 (5)是一个 9次方的离散动力系统,依旧保持
对称性,即 f 2(x,a) = f 2(−x,a).
系统 (2) 的周期 2 解, 也就是系统 (5) 的不动

点,其代数方程为

x = a( f (x,a))3 +(1−a) f (x,a). (6)

求解不动点方程 (6),可得系统 (2)的周期 2解枝有
三组,分别为:

x1,2 =± 1
a

√
a(a−2), (7)

x3,4 =

(√
−
√

a2 −2a−3−a+1
2a

,

−

√√
a2 −2a−3+a+1

2a

)
, (8)

x5,6 =

(√√
a2 −2a−3+a−1

2a
,

−

√
−
√

a2 −2a−3−a+1
2a

)
. (9)

分别将系统 (2) 的周期 2 解枝代入到系统 (5)
关于解 x的偏导方程

∂ f 2(x,a)
∂x

=[3a(ax3 +(1−a)x)2 +(1−a)]

× (3ax2 +1−a) (10)

中,周期 2解枝 x1,2, x3,4 和 x5,6 的稳定参数范围为∣∣∣∣∂ f 2(x,a)
∂x

∣∣∣∣< 1, (11)

由此可得解枝 x1,2 的稳定参数范围为 a ∈ (2,3),而
解枝 x3,4 和 x5,6 的稳定参数范围同为 a ∈ (3,1+√

5). 并且在参数 a = 3处,有

∂ f 2(x,a)
∂x

= 1, (12)

这就意味着,虽然 f 2(x,a)在临界点 a = ac = 3处发
生了分岔,但是系统的稳定解解枝的个数并没有发
生变化. 因为既然都是系统 (2)的周期 2的解枝,解
枝 x3,4 和 x5,6 不但都失去了对称性,而且不能在相
同的稳定参数区间内同时出现. 这时称解枝 x3,4 和

x5,6 为共轭周期 2解枝,至于哪一组出现依赖于初
始值.这就排除了发生折叠分叉或叉式分岔的可能
性.
引入辅助复函数 z = x+ iy,其中 i 为虚数单位:

g(z,a) :

 z 7→ az3 +(1−a)z

z = x+ iy
. (13)

利用实部和虚部分别对应原则, 将一维离散系统
(2)重构成如下二维实系统:

g(x,y,a) :

 x 7→ x3 −3xy2 +(1−a)x

y 7→ 3yx2 − y3 +(1−a)y
. (14)
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显然, g(x,y,a) 在实数域内关于变量 x, y 具有以下

四种对称性,即

g(x,y,a) = g(y,x,a),

g(x,y,a) = g(−x,−y,a),

g(x,y,a) = g(−x,y,a),

g(x,y,a) = g(x,−y,a).

(15)

以上四种对称性表明系统 (2)的吸引域具有强烈的

中心对称性. 选择控制参数 a分别为 3.05, 3.1, 3.2

时,利用逃逸时间算法 [39−41],绘制出系统 (2)的逃

逸吸引域,其中 x ∈ [−1,1], y ∈ [−1,1],如图 1所示.

图 1 系统 (2)的中心对称逃逸吸引域 (a) a= 3.05; (b) a= 3.1;

(c) a = 3.2

又由于系统 (2)只有一个变量 x和一个控制参

数 a,可以方便地构造出随控制参数 a变化的全局

吸引域, 如图 2 所示. 其中初始值 x0 取值范围为

x ∈ (−1,1), 控制参数 a 的取值范围为 (3,1+
√

5).

解枝 x3,4 的吸引域赋予白色,解枝 x5,6 的吸引域赋

予黑色, 其中 x = 0 是最为特殊的一条线, 因为当

取初始值 x0 = 0时,系统 (2)的迭代解始终都是 0,

既不会趋近 x3,4, 也不会趋近 x5,6. 由图 2 可知, 以

x = 0 为对称轴, 趋向于解枝 x3,4 和 x5,6 的初始值

呈上下对称分布 (白色对应黑色),并具有分形结构.

也就意味着,假设取某一初始值 x0 ∈ (−1,0)∪ (0,1)

趋向于解枝 x3,4,那么取初始值 −x0 一定趋向于解

枝 x5,6.

图 2 系统 (2)在分岔区间 (3,1+
√

5)内的全局吸引域

综合前面的分析可知, 系统 (2)的稳定平衡点

x = 0在控制参数 a = ac = 2处失稳,并且经历一次

倍周期分岔后, 分岔出只在控制参数区间 (2,3)内

存在且稳定的一对周期 2解枝 x1,2,以及只在控制

参数区间 (3,1+
√

5)内存在且稳定,并依赖于初始

值的一对周期 2 共轭对称性破缺解枝 x3,4 和 x5,6.

更深入的研究表明,这对共轭对称性破缺解枝会历

经一系列的倍周期分岔进而导致一对共轭混沌吸

引子 A+ 和 A− 的产生, 并且每个吸引子包含在惟

一的轨线中. 这些轨线逐渐 “弥补” 实轴的部分区

域, 记这些轨线分别为 [α,β ] 和 [−α,−β ]. 随着控
制参数 α 的进一步增大, β 逐渐减小并且最终变为
负值,这是就意味着系统 (2)有 Z2 对称性吸引子出

现 [33],同时也表明系统 (2)的吸引子从此处开始恢

复了对称性 (这一现象也称为对称性恢复危机).利

用文献 [33]的理论很容易确定系统 (2)有 Z2 对称

性吸引子出现的确切控制参数 a的最小值 ar,首先
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要满足方程

f 2(xr,a) = 0, (16)

并且在 ar 点有

x2
r =

ar −1
3ar

, (17)

进而可得

ar = 1+
3
√

3
2

. (18)

3 对称性破缺分岔线性控制

几乎类同于混沌控制器的选择,分岔控制器的
选择也遵循着简单性、适用性的基本原则,这样的
控制器才更易于物理实现和推广. 非线性控制器在
改变待控制系统的分岔结构和类型方面具有优势,
这是由于引入了新的非线性项,待控制系统的固有
的一些非线性特性被破坏或被嵌入了新的非线性

特性. 但由于非线性控制器的复杂性或不连续性,
不利于被控制后的系统 (尤其是高维系统)的动力
学分析和精确控制.就待控制系统 (2)而言,最为简
单的非线性控制器应是最高次数不超过二次方的

多项式:

u(x,k2,k1,k0) = k2x2 + k1x+ k0 (k2 ̸= 0), (19)

其中 k2,k1,k0 ∈ R,为待定且可调控制增益.
待控制系统 (2) 中加入非线性控制器 (19) 后,

控制系统可写为

c(x,a,k2,k1,k0) : x 7→ax3 +(1−a)x

+u(x,k2,k1,k0). (20)

由于控制系统 (20)的动力学分析依赖于四个参数,
即 a, k2, k1, k0,所以控制系统 (20)的动力学分析很
是繁杂. 并且,较之原来待控制系统 (2)来说,由于
k2 ̸= 0,则控制系统 (20)已经失去了系统 (2)固有的
对称性,即

c(x,a,k2,k1,k0) ̸= c(−x,a,k2,k1,k0), (21)

所以控制系统 (20)再不会出现对称性破缺分岔. 因
此,非线性控制器 (19)一定会改变系统 (2)原来的
分岔结构和分岔类型. 图 3展示了加入最简单的二
次方非线性控制器 u(x,k2,0,0)后,控制系统 (20)在
参数平面 (a,k2)上的动力学分布,其中 a ∈ [1.5,4],
k2 ∈ [−1,1]. 图 3 中, 数字 1— 4, 6, 8 分别表示所
在的或所指的参数区域的周期数, 英文标识 chaos

和 unbounded 分别表示混沌参数区域和逃逸参数

区域.从图 3可以看出,控制系统 (20)在参数平面

(a,k2) 上的周期解分岔具有分形结构
[42] 和多层

次的对称结构 [43]. 因此, 在控制增益 k2 的调节下

(k2 = 0除外), 控制系统 (20)都沿着分岔参数 a增

大的方向历经严格的倍周期分岔通向混沌.

图 3 控制系统 (20)在参数平面 (a,k2)上的动力学分布

与非线性控制器相比较,线性控制器比较简单

且易操控,并且在动力学分析和精确控制两方面具

有无可比拟的优势 [11].

待控制系统 (2)中加入线性控制器后, 控制系

统可写为

c(x,a,k1,k0) : x 7→ ax3 +(1−a)x+u(x,k1,k0), (22)

其中 u(x,k1,k0) = k1x+ k0 为关于变量 x 的一次函

数, k1,k0 ∈ R为待定且可调控制增益.

由于控制系统 (22)是由待控制系统 (2)加入线

性控制器 u(x,k1,k0)后生成的, 二者的拓扑性质并

没有发生变化,只不过是随着调节控制粗调节控制

增益 k1 和细调节控制增益 k0, 发生分岔点的位置

ac 发生了变化
[11]. 进一步来说,采取这样的控制策

略还可以压缩混沌区域,达到控制混沌的目的. 此

外,为了使控制系统 (22)除了对称性破缺分岔之外

其他分岔点也被控制,需要采用以下策略:

1)确定控制系统 (22)的周期 2解的对称性破

缺分岔点 ac, 特征值
∂c2(x,a,k2,k0)

∂x
= 1, 并保证,

会产生一对共轭周期 2解枝, 并且失去对称性; 这

一对共轭周期 2 解枝的吸引域具有某种对称性;

2) 确定控制系统 (22) 的周期 2 对称性破缺分岔

在可调控制增益 k1 和 k0 影响下的稳定参数范围∣∣∣∣∂c2(x,a,k2,k0)

∂x

∣∣∣∣< 1; 3)对称性破缺分岔点 ac 的最

大可调范围为系统 (22)的周期 2解的稳定参数范
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围, 进而确定可调控制增益 k1 和 k0 的取值范围;
4)如果再想使控制系统 (22)的吸引子具有 “即时”
对称性,即使得控制系统 (22)在对称性恢复点前恢
复对称性,可以采用在对称性破缺分岔点和对称性
破缺恢复点之间采用双初始值的计算办法,即同时
选取初始值 x0 和 −x0.

4 数值结果

由于在线性控制器 u(x,k1,k0)中, k0 只能在一

个狭窄区域取值才能使系统的分岔行为存在 [11],
故为了方便计, 令 k0 = 0, k1 = k, 控制系统 (22) 可
改写为

c(x,a,k) : x 7→ ax3 +(1−a)x+ kx, (23)

于是可得周期 2解枝代数表达式为

x1,2 =±
√

a2 −aΘ −2a
a

,

x3,4 =

(√
a− k+Θ −1

2a
,−
√
−k−a+Θ +1

2a

)
,

x5,6 =

(√
−k−a+Θ +1

2a
,−
√

a− k+Θ −1
2a

)
,

(24)

其中 Θ =
√

a2 −2ak−2a+ k2 +2k−3. 并且由∣∣∣∣∂c2(x,a,k)
∂x

∣∣∣∣ < 1 推知, 周期 2 的 x1,2 解枝的稳定

参数范围为 a ∈ (2+ k,3+ k),而解枝 x3,4 和 x5,6 的

稳定参数范围为 a ∈ (3+k,1+
√

5+k). 由此可见周
期 2解枝在可调控制增益 k的作用下,在参数区间
a ∈ (3+k,1+

√
5+k)内失去对称性;不但参数区间

长度不变,而且发生倍周期分岔和对称性破缺分岔
的分岔点,以及对称性恢复点,通设为 a′c,较之原来
的待控制系统 (2)来说,呈线性关系,即

a′c = ac + k. (25)

选择 k = 0.1, 那么倍周期分岔应该发生在
a′c = 2.1, 而对称性破缺分岔应该发生在 a′c = 3.1,

对称性恢复点应该发生在 a′c = 1.1+
3
√

3
2

≈ 3.698,

延迟了分岔和混沌的出现,数值结果验证了这三点,
如图 4所示.

选择 k = −0.1, 那么倍周期分岔应该发生在
a′c = 1.9, 而对称性破缺分岔应该发生在 a′c = 2.9,

对称性恢复点应该发生在 a′c = 0.9+
3
√

3
2

≈ 3.498,

将分岔和混沌的出现提前,数值结果验证了这三点,

如图 5所示.

图 4 k = 0.1时,控制系统 (23)的分岔图

图 5 k =−0.1时,控制系统 (23)的分岔图

在 a ∈
(

2.9,0.9 +
3
√

3
2

)
范围内加入双初始

值控制, 使得控制系统 (23) 在对称性恢复点

a′c = 0.9+
3
√

3
2

≈ 3.498 前恢复了 “即时” 对称性,

数值结果如图 6所示.

图 6 k =−0.1时,控制系统 (23)的双初始值分岔图
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5 结 论

通过分析一类三次对称离散系统发生对称性

破缺分岔发生机制, 加入了线性控制器, 有效地控

制了倍周期分岔和对称性破缺分岔;同时可以延迟

或者提前所有分岔发生的时间,改变了分岔点位置.

通过调节线性控制器增益就可使分岔控制效果满

足定点及定时的要求.
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Abstract

A direct and effective linear-controller is employed to exactly control the locations of bifurcation points, both the symmetry-

breaking bifurcation and the period-doubling bifurcation, in a cubic symmetry discrete system. Moreover, both the sensibility and the

symmetry to the initial values of the system are analyzed. The lack of the solution branches due to the symmetry-breaking bifurcation

can be reinstated temporarily by selecting the corresponding basins of attraction. The effectiveness of the controller is verified by

numerical simulations.
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