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电各向异性色散介质电磁散射时域有限差分分析的

半解析递推卷积方法*
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利用坐标系转换矩阵给出实验室系中磁化等离子体介质的频域极化率张量,采用部分分式展开方法通过傅里

叶逆变换得到极化率张量的时域指数函数形式,应用数字信号处理中的半解析递归卷积算法,给出适用于处理任意

外磁场方向情形下磁化等离子体目标电磁散射的半解析递归卷积 -时域有限差分计算方法. 计算了磁化等离子体球

的同极化和交叉极化后向雷达散射截面,结果表明了算法的正确有效性.
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1 引 言

近年来, 等离子体与电磁波的相互作用受到
了人们的广泛关注. 鉴于等离子体介质的色散
特性以及实际问题的复杂性, 其与电磁波的相互
作用常常采用数值的方法进行分析. 时域有限差
分 (finite difference time domain, FDTD) 方法长于
处理复杂介质的电磁问题, 因此常采用 FDTD 方
法仿真等离子体与电磁波的相互作用. 文献中处
理各向同性色散介质电磁问题的 FDTD 方法有:
递归卷积 (recursive convolution, RC)法 [1]、分段线

性递归卷积 (piecewise linear recursive convolution,
PLRC) 法 [2]、电流密度卷积 (current density con-
volution, JEC) 法 [3]、分段线性电流密度递归卷

积 (piecewise linear current density recursive convo-
lution, PLJERC)法 [4,5]、辅助方程 (auxiliary differ-
ential equation, ADE) 法 [6,7]、Z 变换 (Z-transform)
法 [8−10]、移位算子 (shift operator, SO)法 [11] 和半

解析递推卷积 (semi-analytical recursive convolution,
SARC)法 [12]等.
外加磁场时等离子体介质具有电各向异性色

散特性, 因此对磁化等离子体问题, 需要将上述算

法推广到各向异性色散介质情况. 1992 年 Huns-

berger等 [13] 将 RC法推广用于一维磁化等离子体

情形. 1994年 Young[14] 将直接积分 (direct integra-

tion, DI)法推广到磁化等离子体情形. 2004年刘少

斌等 [15−17] 先后将 JEC 法、PLJERC 法、ADE 法

推广到磁化等离子体情形并计算了磁化等离子体

层的反透射. 2007年杨利霞等 [18] 将 RC法推广用

于一维磁化等离子体情形.

SARC算法是一种在数字信号处理 (digital sig-

nal process, DSP)技术中被广泛应用、建立在对输

入信号的线性插值理论基础上的快速递归卷积算

法,具有低复杂性、绝对稳定和良好的精度等优点,

不仅适用于稳定系统,而且还适用于渐进稳定系统

和非均匀网格情况的卷积递归计算 [19,20]. 2009年

张玉强和葛德彪 [12] 将 SARC 算法应用于处理各

向同性色散介质. 本文根据磁化等离子体介质电

磁特性,将 SARC算法推广应用于磁化等离子体的

FDTD分析.首先利用坐标系转换矩阵给出实验室

系中磁化等离子体介质的频域极化率张量,再采用

部分分式展开方法通过傅里叶逆变换得到极化率
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张量的时域指数函数形式,最后在对电场强度采用
线性插值近似基础上应用 SARC算法,给出适用于
处理任意外磁场方向情形下磁化等离子体目标电

磁散射的 SARC-FDTD计算方法,并计算了非磁化
和磁化等离子体球的后向 RCS,与 SO法和 RC方
法的结果符合得很好. 数值结果表明, 该方法是正
确有效的. 文中时谐因子取 exp(jωt).

2 实验室系中磁化等离子体的频域极
化率张量

磁化等离子体属于电各向异性色散介质,其频
域电本构关系为

D(ω) = ε0εr (ω)E(ω), (1)

其中 εr (ω) 是磁化等离子体相对介电系数张量的

频域形式:

εr(ω) =


εxx(ω) εxy(ω) εxz(ω)

εyx(ω) εyy(ω) εyz(ω)

εzx(ω) εzy(ω) εzz(ω)

 , (2)

εαβ (ω) 是 εr(ω) 的元素 (α,β = x,y,z). (1) 式可以
改写为另一种形式 [21]

D(ω) = ε0ε∞E(ω)+ ε0P (ω), (3)

其中 ε∞ 是无限大频率时的相对介电系数张量, P
为极化矢量

P (ω) = χ(ω)E (ω) , (4)

其中 χ(ω)为频域极化率张量, χαβ (ω)是 χ(ω)的

元素 (α,β = x,y,z),有

χ(ω) =


χxx(ω) χxy (ω) χxz(ω)

χyx(ω) χyy (ω) χyz(ω)

χzx(ω) χzy (ω) χzz(ω)

 . (5)

由 (1), (3), (4)式可知

εr(ω) = ε∞ +χ(ω). (6)

各向异性介质的本构参数与所选取的坐标系

有关. 磁化等离子体的极化率张量在外磁场坐标系
(设为 x′y′z′ 系) 中有简单的表达式, 而电磁测量往
往在实验室坐标系 (设为 xyz系)下进行. 下面根据
外磁场系和实验室系的转换矩阵以及外磁场系中

磁化等离子体相对介电系数张量,得到实验室系中
极化率张量的表达式.

建立外磁场直角坐标系: x′y′z′ 系,并令外磁场

B0 方向为 z′ 轴正向,即 B0 = ẑ′B0, ẑ′ 为 z′ 轴正向

单位矢, B0是B0的大小. 设外磁场B0在实验室直

角坐标系 (xyz系)中的方向角为 θt , φt ,如图 1所示.

图 1 x′y′z′ 系和 xyz系

设 x′y′z′ 系中, 磁化等离子体的相对介电系数

张量为 ε′r(ω),根据文献 [22]有

ε′r(ω) =


εx′x′(ω) εx′y′(ω) εx′z′ (ω)

εy′x′(ω) εy′y′(ω) εy′z′ (ω)

εz′x′(ω) εz′y′(ω) εz′z′ (ω)



=


εr εrg 0

−εrg εr 0

0 0 εrz

 , (7)

式中

εr =

1−
jω2

p (jω +υc)

ω
[
(jω +υc)

2 +ω2
ce

]
 ,

εrg =

 jω2
p ωce

ω
[
(jω +υc)

2 +ω2
ce

]
 ,

εrz =1−
jω2

p

ω (jω +υc)
, (8)

其中 ωp, υc 和 ωce = (e/m)B0 分别为等离子体频

率、等离子体中电子的平均碰撞频率和回旋频率,

m和 e为电子质量和电量绝对值.

设 ε′∞ 和 χ′ (ω)分别是 x′y′z′ 系中无限大频率

时的相对介电系数张量和频域极化率张量, 由 (6)

式可知

ε′r(ω) = ε′∞ +χ′(ω). (9)
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设 ε′∞ 为单位矩阵,即

ε′∞ = I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (10)

由 (7), (8)式可得到 x′y′z′系中

χ′(ω) =


χx′x′(ω) χx′y′ (ω) χx′z′(ω)

χy′x′(ω) χy′y′ (ω) χy′z′(ω)

χz′x′(ω) χz′y′ (ω) χz′z′(ω)



=


χr χrg 0

−χrg χr 0

0 0 χrz′

 , (11)

其中

χr =
−jω2

p (jω +υc)

ω
[
(jω +υc)

2 +ω2
ce

] ,
χrg =

jω2
p ωce

ω
[
(jω +υc)

2 +ω2
ce

] , (12)

χrz′ =
−jω2

p

ω (jω +υc)
.

可以证明 (11)式中

χx′x′(ω) =χy′y′(ω) =

4
∑

n=0
pn(jω)n(

4
∑

n=0
qn(jω)n

) ,

χx′y′(ω) =−χy′x′(ω) =

4
∑

n=0
px′y′n(jω)n

4
∑

n=0
qn(jω)n

, (13)

χz′z′(ω) =

4
∑

n=0
pz′n (jω)n

4
∑

n=0
qn (jω)n

,

其中

p0 =υ2
c ω2

p , p1 = 2υcω2
p , p2 = ω2

p ,

p3 =p4 = 0, px′y′0 =−υcω2
p ωce,

px′y′1 =−ω2
p ωce, px′y′2 = px′y′3 = px′y′4 = 0,

pz′0 =ω2
p
(
υ2

c +ω2
ce
)
, pz′1 = 2υcω2

p ,

pz′2 =ω2
p , pz′3 = pz′4 = 0, q0 = 0,

q1 =υc
(
υ2

c +ω2
ce
)
, q2 = 3υ2

c +ω2
ce,

q3 =3υc, q4 = 1. (14)

xyz系中的 εr(ω)可由 x′y′z′系中的 ε′r(ω)通过转换

计算得到 [23]

εr(ω) =UT ·ε′r (ω) ·U , (15)

U 为 x′y′z′ 系到 xyz 系的转换矩阵, UT 是 U 的转

置矩阵,且

U =


sinφt −cosφt 0

cosθt cosφt cosθt sinφt −sinθt

sinθt cosφt sinθt sinφt cosθt

 . (16)

将 (9)式代入 (15)式有

εr(ω) =ε∞ +χ(ω)

=UT ·
[
ε′∞ +χ′(ω)

]
·U

=UT ·ε′∞ ·U +UT ·χ′(ω) ·U , (17)

即有

ε∞ =UT ·ε′∞ ·U = I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

χ(ω) =


χxx(ω) χxy (ω) χxz(ω)

χyx(ω) χyy (ω) χyz(ω)

χzx(ω) χzy (ω) χzz(ω)


=UT ·χ′(ω) ·U . (18)

根据 (13), (14), (16)式可知, χ(ω)的各元素也可写

成 jω 的有理分数形式

χαβ (ω) =

4
∑

n=0
pαβn (jω)n

4
∑

n=0
qn (jω)n

(α,β = x,y,z), (19)

其中 qn 的值见 (14)式, pαβn 的值可由 (14)和 (16)
式计算得到,即

pxxn pxyn pxzn

pyxn pyyn pyzn

pzxn pzyn pzzn



=UT ·


pn px′y′n 0

−px′y′n pn 0

0 0 pz′n

 ·U
(n = 0,1,2,3,4) . (20)
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3 实验室系中极化率张量的时域指数
函数形式

由上可知, χ(ω) 各个元素 χαβ (ω) 可写成 jω
的有理分式的真分式,可采用部分分式展开法展开
为部分分式进行傅里叶逆变换.令

χαβ (ω) =
Bαβ (jω)

A(jω)
. (21)

由 (14), (19) 式可知 χαβ (ω) 的分母 A(jω) 有 4 个
单根,即 A(jω)可写为

A(ω) = (jω −a0)(jω −a1)(jω −a2)(jω −a3) ,

(22)

可解得 4个单根为

a0 =0, a1 =−υc,

a2 =− (υc + jωce) ,

a3 =− (υc − jωce) , (23)

其中 a0, a1 为单数单根, a2, a3 为一对共轭复根

a3 = a∗2. (24)

根据部分分式展开法, χαβ (ω) 可展开为部分分式

为

χαβ (ω) =
Bαβ (jω)

A(jω)

=
Bαβ (jω)

(jω −a0)(jω −a1)(jω −a2)(jω −a3)

=
3

∑
i=0

Kαβ i

(jω −ai)
, (25)

其中系数

Kαβ i = (jω −ai)χαβ (ω)
∣∣
jω=ai

, (26)

由于 a0, a1 为单数单根, a2, a3 为一对共轭复根,故
Kαβ0, Kαβ1为单数, Kαβ2, Kαβ3为一对共轭复数. 令

χαβ fore(ω) =
Kαβ0

(jω −a0)
+

Kαβ1

(jω −a1)
,

χαβaft(ω) =
Kαβ2

(jω −a2)
+

Kαβ3

(jω −a3)
, (27)

Kαβ0, Kαβ1 为单数, 故 χαβ fore(ω)的傅里叶逆变换

为

χαβ fore(t) =F−1
[

Kαβ0

(jω −a0)

]
+F−1

[
Kαβ1

(jω −a1)

]
=
[
Kαβ0 +Kαβ1 exp(−υct)

]
u(t), (28)

Kαβ2, Kαβ3 为一对共轭复数

Kαβ3 = K∗
αβ2. (29)

令

Kαβ2 =
∣∣Kαβ2

∣∣exp
(
jφαβ

)
, (30)∣∣Kαβ2

∣∣和 φαβ 分别为 Kαβ2 的模和相角,从而有

χαβaft(ω)

=

∣∣Kαβ2
∣∣

(jω −a2)
exp
(
jφαβ

)
+

∣∣Kαβ2
∣∣(

jω −a∗2
) exp

(
−jφαβ

)
=2
∣∣Kαβ2

∣∣cos(φαβ )

×

[
(jω)+Re(a2)

[Re(a2)]
2 +[Im(a2)]

2 +2(jω)Re(a2)−ω2

]
−2
∣∣Kαβ2

∣∣sin(φαβ )

×

[
Im(a2)

[Re(a2)]
2 +[Im(a2)]

2 +2(jω)Re(a2)−ω2

]
.

(31)

上式的傅里叶逆变换为

χαβaft(t)

=2
∣∣Kαβ2

∣∣[sin
(
φαβ

)
sin(ωcet)

+ cos
(
φαβ

)
cos(ωcet)

]
exp(−υct)u(t). (32)

将 (28)和 (31)式相加得到 χαβ 的时域形式

χαβ (t)

=
[
Kαβ0 +Kαβ1 exp(−υct)

]
u(t)

+2
∣∣Kαβ2

∣∣[sin
(
φαβ

)
sin(ωcet)

+ cos
(
φαβ

)
cos(ωcet)

]
exp(−υct)u(t), (33)

u(t) =

0 t < 0

1 t > 0
. (34)

改写 (33)式即得到极化率的时域指数函数形式

χαβ (t) =
2

∑
r=0

Im
[
Gαβ r exp

(
−γαβ rt

)]
u(t), (35)

其中

Gαβ0 =jKαβ0, Gαβ1 = jKαβ1,

Gαβ2 =2
∣∣Kαβ2

∣∣[sin
(
φαβ

)
+ j cos

(
φαβ

)]
,

γαβ0 =0, γαβ1 = υc, γαβ2 = υc − jωce. (36)
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4 磁化等离子体 SARC-FDTD方法

频域本构关系 (3) 式和极化矢量 P 的分量式

为 
Dx(ω)

Dy(ω)

Dz(ω)

= ε0


Ex(ω)

Ey(ω)

Ez(ω)

+ ε0


Px(ω)

Py(ω)

Pz(ω)

 , (37)


Px(ω)

Py(ω)

Pz(ω)

=


χxx(ω) χxy (ω) χxz(ω)

χyx(ω) χyy (ω) χyz(ω)

χzx(ω) χzy (ω) χzz(ω)



×


Ex(ω)

Ey(ω)

Ez(ω)

 . (38)

转换到时域有
Dx(t)

Dy(t)

Dz(t)

= ε0


Ex(t)

Ey(t)

Ez(t)

+ ε0


Px(t)

Py(t)

Pz(t)

 (39)

和 
Px(t)

Py(t)

Pz(t)

=



z
∑

β=x

(
χxβ (t)∗Eβ (t)

)
z
∑

β=x

(
χyβ (t)∗Eβ (t)

)
z
∑

β=x

(
χzβ (t)∗Eβ (t)

)



=



z

∑
β=x

(∫ t

0
χxβ (t − τ)Eβ (τ)dτ

)
z

∑
β=x

(∫ t

0
χyβ (t − τ)Eβ (τ)dτ

)
z

∑
β=x

(∫ t

0
χzβ (t − τ)Eβ (τ)dτ

)


.

(40)

如前所述, 在时域中极化率张量 χ(t) 各个元素
χαβ (t)可归结为 (35)式所示的指数函数形式,因此
可以应用 DSP理论中的 SARC循环卷积公式. 令

Pα(t) =
z

∑
β=x

[
Pαβ (t)

]
,

Pαβ (t) =
∫ t

0
χαβ (t − τ)Eβ (τ)dτ

=
2

∑
r=0

Im
[
ψαβ r (t)

]
, (41)

ψαβ r(t) =
∫ t

0
Gαβ r exp

(
−γαβ rτ

)
Eβ (τ)u(τ)dτ.

设时域信号用时间间隔 ∆t 进行离散,且

Dn =D (n∆t) , En =E (n∆t) ,

Pn
α =Pα (n∆t) =

z

∑
β=x

[
2

∑
r=0

Im
[
ψn

αβ r

]]
.

则 (39)式的 SARC结果为
Dn

x

Dn
y

Dn
z

=ε0


En

x

En
y

En
z

+ ε0


Pn

x

Pn
y

Pn
z



=ε0


En

x

En
y

En
z

+ ε0



2
∑

r=0
Im [ψn

xr]

2
∑

r=0
Im
[
ψn

yr
]

2
∑

r=0
Im
[
ψn

zr
]

 , (42)

其中

ψn
αr =

z

∑
β=x

(
ψn

αβ r

)
,

ψn
αβ r =exp

(
−γαβ r∆t

)
ψn−1

αβ r

+Gαβ r exp
[
−γαβ rn∆t

]
×
∫ n∆t

(n−1)∆t
exp
(
γαβ rτ

)
Eβ (τ)dτ. (43)

若将E (τ)在区间 τ ∈ [(n−1)∆t,n∆t]采用线性

插值近似,即

E (τ) =En−1 +
En −En−1

∆t
(τ −n∆t) , (44)

代入到 (43)式就可以得到电场强度 E 到辅助变量

ψ的 SARC步进计算公式

ψn
αβ r =exp

(
−γαβ r∆t

)
ψn−1

αβ r + cαβ0,rE
n
β + cαβ1,rE

n−1
β

(α,β = x,y,z) , (45)

其中

cαβ0,r =
Gαβ r∆t

2
γαβ r = 0

Gαβ r

γαβ r

(
1−

1− exp
(
−∆tγαβ r

)
γαβ r∆t

)
γαβ r ̸= 0

,

cαβ1,r =
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Gαβ r∆t
2

γαβ r = 0

Gαβ r

γαβ r

(
1− exp

(
−∆tγαβ r

)
γαβ r∆t

− exp
(
−∆tγαβ r

))
γαβ r ̸= 0

.

(46)

磁化等离子体的Maxwell旋度方程为

∂H/∂ t =−(∇×E)/µ0, (47)

∂D/∂ t = ∇×H. (48)

对 (47)式进行 FDTD离散就可以得到电场强度 E

到磁场强度H 的 FDTD步进计算公式

Hn+1/2 = Hn−1/2 − (∆t/µ0) [∇×E]n . (49)

将 (42)式代入 (48)式的 FDTD离散式,得到

(∆t/ε0) [∇×H]n+1/2
α

=
(
En+1

α −En
α
)
+
(
Pn+1

α −Pn
α
)

(α = x,y,z) . (50)

将 (41), (45) 式代入 (50) 式即可求出磁场强度 H

和辅助变量 ψ到电场强度 E 的步进计算公式
Ex

Ey

Ez


n+1

=
C∗ ·S
|C| , (51)

其中 C∗, |C|为 C 矩阵的伴随矩阵和行列式,以及

有

C =



1+
2

∑
r=0

Im(cxx0,r)
2

∑
r=0

Im(cxy0,r)
2

∑
r=0

Im(cxz0,r)

2

∑
r=0

Im(cyx0,r) 1+
2

∑
r=0

Im(cyy0,r)
2

∑
r=0

Im(cyz0,r)

2

∑
r=0

Im(czx0,r)
2

∑
r=0

Im(czy0,r) 1+
2

∑
r=0

Im(czz0,r)


, (52)

S =
∆t
ε0


[∇×H]n+1/2

x

[∇×H]n+1/2
y

[∇×H]n+1/2
z

+



z

∑
β=x

{
2

∑
r=0

Im
{[

1− exp
(
−γxβ r∆t

)]
ψn

xβ r

}}
z

∑
β=x

{
2

∑
r=0

Im
{[

1− exp
(
−γyβ r∆t

)]
ψn

yβ r

}}
z

∑
β=x

{
2

∑
r=0

Im
{[

1− exp
(
−γzβ r∆t

)]
ψn

zβ r

}}



+



1−
2

∑
r=0

Im(cxx1,r) −
2

∑
r=0

Im(cxy1,r) −
2

∑
r=0

Im(cxz1,r)

−
2

∑
r=0

Im(cyx1,r) 1−
2

∑
r=0

Im(cyy1,r) −
2

∑
r=0

Im(cyz1,r)

−
2

∑
r=0

Im(czx1,r) −
2

∑
r=0

Im(czy1,r) 1−
2

∑
r=0

Im(czz0,r)




Ex

Ey

Ez


n

. (53)

最后可以将磁化等离子体的 SARC-FDTD 步
进计算步骤总结如下:

1)由 E→H ,用 (49)式计算; 2)由 E→ψ,用
(45)式计算; 3)由 ψ,H →E,用 (51)式计算; 4)回
到步骤 1).

5 算例验证及数值结果

计算非磁化等离子体球的后向 RCS (退化验

证). 球的半径为 1.0 m, 等离子体电子回旋频率为

ωce = 0,等离子体频率为 ωp = 2π×28.7×109 rad/s,

等离子碰撞频率为 υc = 2.0×1010 Hz. FDTD计算

中 δ = 5 cm, ∆t = δ/(2c), c为光速,入射波为高斯

脉冲 Ex(t) = exp
[
−4π(t − t0)2

τ2

]
, 沿着 z 轴入射, x

方向极化,其中 τ = 5 ns和 t0 = 0.8τ . 计算结果如图

2所示,其中实线为本文方法结果,圆圈表示用移位

算子法 [11]的计算结果,两者符合得非常好.
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图 2 等离子体球的后向 RCS

当外加磁场平行于 z轴时,设等离子体电子回

旋频率为 ωce = 3.0×1011 rad/s. 计算得到该磁化等

离子体球的同极化以及交叉极化后向 RCS,分别在

图 3(a), (b)中用实线表示,作为比较图 3中同时给

出 RC-FDTD方法的结果 [18] (如图 3中圆圈所示),

两者符合得非常好.由于本文方法适用于处理任意
磁化方向的等离子体目标,因此同时计算了外磁场
沿 x轴正向时该等离子体球的后向 RCS (如图 3中
五角星所示).

6 结 论

将 DSP技术中被广泛应用的 SARC方法应用
于磁化等离子体介质的 FDTD分析,首先利用坐标
系转换矩阵给出实验室系中磁化等离子体介质的

频域极化率张量,再采用部分分式展开方法通过傅
里叶逆变换得到极化率张量的时域指数函数形式,
最后在对电场强度采用线性插值近似基础上应用

SARC算法,给出适用于处理任意外磁场方向情形
下磁化等离子体目标电磁散射的 SARC-FDTD 计
算方法,并采用该方法计算了非磁化和磁化等离子
体球的后向 RCS,与 SO法和 RC方法的结果符合
得很好.数值结果表明,该方法是正确有效的.

图 3 磁化等离子体球的后向 RCS (a)同极化; (b)交叉极化
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the finite-difference time domain analysis of

anisotropic dispersive medium∗
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Abstract

The polarizability tensor of magnetized plasma in frequency domain in laboratory coordinate system is gained by using the transfer

matrix between the principal and the laboratory system, and then its exponential function form in time domain is derived by inverse

Fourier transform. Combined with the semi-analytical recursive convolution (SARC) algorithm in digital signal process techniques, the

SARC-finite-difference time-domain method applied to magnetized plasma subjected to an arbitrary direction of external dc magnetic

field is derived. The co-polarized and cross-polarized backward radar scattering cross-section for a magnetized plasma sphere are

obtained by the presented algorithm. The computed results indicate the correctness and feasibility of the method.

Keywords: semi-analytical recursive convolution, magnetized plasma, electromagnetic scattering, finite-difference
time-domain method
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