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非局域暗孤子及其稳定性分析*
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由于其在通信领域潜在的应用前景,非局域空间孤子一直是研究热点. 但空间非局域暗孤子由于其边界的特殊

性,对其特别是稳定性方面研究甚少. 提出了非局域暗孤子稳定性分析理论,并对热非线性体介质中 1+1维基态和

二阶暗孤子的稳定性进行了数值分析和研究,得到了稳定性图. 从稳定性分析图可知: 在热非线性体介质中, 1+1维

基态暗孤子在其存在区域总是稳定的,而 1+1维二阶暗孤子是震荡不稳定的,其不稳定区域的宽度与传播常数以及

介质的非局域程度有关. 为了验证非局域暗孤子稳定性分析理论的正确性,对加噪声初始输入的传输进行数值模拟

得到了传输图,传输图表明稳定性分析理论的正确性.
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1 引 言

近些年来,非局域空间孤子一直是研究的热点,
人们对它们的各种特性例如相互作用、稳定性进

行了大量研究.体介质中非局域亮孤子间的相互作
用取决于它们间的相位差、相干程度、材料的非

线性非局域程度 [1−3];非局域基态和二阶体亮孤子
总是稳定的, 而高阶亮孤子是震荡不稳的 [4], 但如
果样品的宽度超过一临界值,三阶、四阶体亮孤子
在其存在区域也总是稳定的 [5]. 非局域表面亮孤子
的稳定性与体亮孤子的稳定性相似: 基态和二阶表
面亮孤子总是稳定的,高阶表面亮孤子是震荡不稳
的 [6−9]. 非局域基态界面亮孤子总是稳定的, 二阶
及以上高阶界面亮孤子是震荡不稳的 [10−12].
与非局域亮孤子相比, 由于其边界的特殊性,

对非局域暗孤子相互作用及其稳定性的研究甚少.
非局域暗孤子间的相互作用取决于孤子间距离以

及介质的非局域程度 [13−16],并存在着一个相互作
用的临界点 [17]. 1+2维非局域暗孤子由于横向不稳
定性容易分裂并演变成涡旋孤子 [18], 1+1维非局域

暗孤子的稳定性如何,目前还没有文章对其进行过
具体研究.本文从 1+1维非局域非线性薛定谔方程
出发, 通过数值模拟得到非局域暗孤子解, 然后提
出了暗孤子稳定性分析理论,并对其数值求解得到
了非局域暗孤子的稳定性分析图,最后利用加噪声
的传输验证了稳定性分析理论的正确性.

2 非局域非线性薛定谔方程的数值解

2.1 理论模型

在傍轴近似下, 1+1维光束在热非线性体介质
(比如液晶) 中的传输由非局域非线性薛定谔方程
确定 (NNLSE):[19]
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∫
R(x−ξ )|u(ξ ,z)|2 dξ = 0, (1)

其中 u(x,z)是光束的复振幅包络; x, z分别为横坐

标和纵坐标; R(x),
(∫

R(x)dx = 1
)
是实对称的非

局域响应函数, ∆n(x,z) = −
∫

R(x−ξ )|u(ξ ,z)|2 dξ

是光束引起热非线性体介质的折射率变化.
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不失一般性,我们考虑热非线性体介质的归一
化响应函数为 R(x) =

1
2σ

e−
|x|
σ [20,21],其中 σ 是表征

介质非局域程度的非局域系数, σ 越大表示非局域
程度越高. 这样方程 (1)就可以用如下耦合方程来
表示:

i
∂u
∂ z

+
1
2

∂ 2u
∂x2 +u∆n = 0,

σ2 ∂ 2∆n
∂x2 −∆n−|u|2 = 0, (2)

当 σ → 0时,该耦合方程就变成局域非线性薛定谔
方程.

2.2 非局域暗孤子数值解

耦合方程 (2) 有暗孤子和灰孤子解, 这里考
虑暗孤子解. 设耦合方程 (2) 的解为 u(x,z) =

W (x)exp(iβ z), n(x,z) = N(x),其中W (x), N(x)为实

数, β 为传播常数且为负数. 将它们代入耦合方程
(2)得到

1
2

∂ 2W
∂x2 −βW +NW = 0,

N −σ2 ∂ 2N
∂x2 + |W |2 = 0. (3)

对耦合方程 (3)利用牛顿迭代法进行数值模拟得到
基态暗孤子和二阶暗孤子解 (见图 1), 边界上我们
令振幅、折射率的导数为零,离散化方程时边界条
件利用三点微分公式.

3 非局域暗孤子稳定性分析

3.1 稳定性分析理论

下面分析非局域暗孤子对横向扰动的稳定性.
对耦合方程 (2)引入扰动解

u(x,z) = [W (x)+a(x,z)]exp(iβ z),

n(x,z) = N(x)+b(x,z), (4)

其中 a(x,z), b(x,z) (a ≪ W, b ≪ N) 分别为振幅和

折射率微扰且都为实数. 将方程 (4)代入 (2)式并围
绕 (3)式线性化且忽略高阶项得到关于 a, b的线性

方程 (
i

∂
∂ z

+
1
2

∂ 2

∂x2 −β
)

a+Na+Wb = 0,(
σ2 ∂ 2

∂x2 −1
)

b =W ∗a+a∗W. (5)

方程 (5)有如下形式的解:

a = a+(x)exp(iλ z)+a−(x)exp(−iλ ∗z), (6)

把 (6)式代入方程 (5)得

[(L0 +WL−1
d W ∗−λ )a++WL−1

d Wa∗−]

× exp(iλ z)+ [(L0 +WL−1
d W ∗+λ ∗)a−

+WL−1
d Wa∗+]exp(−iλ ∗z) = 0, (7)

其中 L0 =
1
2

∂ 2

∂x2 −β +N, Ld = σ2 ∂ 2

∂x2 −1.

图 1 非局域暗孤子数值解 (a)不同 σ 对应的基暗孤子; (b)不同 σ 对应的二阶暗孤子
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从方程 (7)可以得到

(L0 +WL−1
d W ∗−λ )a++WL−1

d Wa∗− = 0, (8)

(L0 +WL−1
d W ∗+λ ∗)a−+WL−1

d Wa∗+ = 0. (9)

对 (9)式取共轭得到

(L0 +W ∗L−1
d W +λ )a∗−+W ∗L−1

d W ∗a+ = 0. (10)

这样由 (8), (10)两式组成的方程组就变成了求本征
值方程 (本征值为 λ )的问题

Aa= λa,

其中

A=

L0 +UL−1
d U∗ UL−1

d U

−U∗L−1
d U∗ −L0 −U∗L−1

d U

 ,

本征函数

a=

a+

a∗−

 .

在边界上我们令振幅、折射率的导数为零,离
散化方程时对边界条件用三点微分公式. 非局域暗
孤子的不稳定性来源于本征值虚部的负数 (见 (6)
式),即扰动随着本征值虚部的负数 g = − Im(λ )指
数增长,从而导致暗孤子不稳定.

3.2 稳定性分析图

对上述本征值方程进行数值求解并得到稳定

性分析图. 从稳定性分析图发现, 与基态非局域
亮孤子一样, 基态非局域暗孤子在它存在区域内
总是稳定的 (见图 2), 二阶非局域暗孤子是区间不
稳定的 (见图 3), 而二阶非局域亮孤子在其存在区
域总是稳定的 [9]. 为了验证稳定性分析结果的正
确性, 我们令耦合方程 (2) 的加噪声初始输入为
u(x,z = 0) = W (x)[1+ρ(x)], 其中 ρ(x)为高斯分布
的随机噪声且方差 δ 2 = 0.03. 将上述初始输入代入
方程 (2)并利用菱形差分法进行数值模拟得到加噪
的孤子传输图,边界上令振幅、折射率的导数为零.

图 2 基态暗孤子波形图 (a)相同 β ,不同 σ 的波形; (b)相同 σ ,不同 β 的波形,基态暗孤子的加噪传输图; (c) σ = 1, β =−1

时的传输图; (d) σ = 3, β =−1.5时的传输图

图 2 (c), (d) (σ , β 为基态暗孤子存在区域内的
任意值) 为加噪后基态暗孤子传输图, 其中图 2(c)
中介质的非局域程度为 σ = 1且传播常数 β =−1,
图 2(d)中 σ = 3且 β = −1.5. 从图 2中可以看出,

加了微扰的基态暗孤子传输 3000个瑞利距离后波
形仍然保持不变,并且无论非局域程度和传播常数
为任何值,这说明基态暗孤子在其存在领域内总是
稳定的.
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图 3 二阶暗孤子波形图 (a)相同 β ,不同 σ 的二阶暗孤子波形; (b)扰动增长率虚部的负数 -传播常数图 (稳定性分析图),

σ = 3, 5; (c)本征值实部 -传播常数图;二阶暗孤子的加噪传输图; (d) σ = 3, β =−1; (e) σ = 3, β =−0.3; (f) σ = 5, β =−1;

(g) σ = 5, β =−0.5

图 3(b)为二阶非局域暗孤子稳定性分析图,其
中横坐标为传播常数的负数,纵坐标为本征方程中
本征值虚部的负数. 从图 3(b)可以看出,二阶非局
域暗孤子是区域不稳定的, 在曲线内暗孤子不稳,
曲线外稳定, 图 3(d)—(g) 验证了稳定性分析图的
正确性. 图 3(d), (e)分别为 σ = 3而 β 为在不稳定
区域内、外取一任意值时加噪二阶暗孤子传输图,
图 3(d) (稳定区取 β =−1)表明在加噪传输 3000个
瑞利距离后二阶暗孤子波形仍然保持不变,图 3(e)
(不稳定区取 β =−0.3)表明在加噪传输 1500个瑞
利距离后二阶暗孤子波形已经严重变形; 图 3(f),
(g)分别为 σ = 5而 β 在不稳定区内、外取一任意
值时加噪二阶暗孤子的传输图. 从图 3可以得出结
论:二阶非局域暗孤子的稳定性与亮孤子的不一样,
它是区间不稳定的,并且不稳定区间的大小与体介
质非局域程度 σ 以及传播常数 β 有关系,更高阶的
非局域暗孤子也有类似性质. 另外, 不稳定区间的
大小与暗孤子的阶数也有关系,这些我们将在以后

讨论.

局域暗孤子间总是排斥的,非局域暗孤子间可

以表现为相互吸引,高阶非局域暗孤子可以看成是

几个基态暗孤子的束缚态,只有当非局域程度、孤

子宽度以及非线性 (传播常数和背景强度)等条件

合适时才可以形成稳定的高阶非局域暗孤子,否则

形成的暗孤子是不稳定的.

4 结 论

与基态、二阶亮孤子一样,基态非局域暗孤子

在其存在领域内总是稳定的,而二阶非局域暗孤子

是区间不稳定的,其不稳定区间的大小与介质的非

局域程度以及传播常数有关系,另外还与暗孤子的

阶数有关系.这一结论对非局域暗孤子的实际应用

和相互作用的研究有一定的参考价值,特别是对高

阶暗孤子稳定性的研究有重要的指导和参考意义.
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Abstract

Due to its future use in communication area, nonlocal spatial optical soliton has been a hot research topic recently. However,

because of its special border condition, little research has been done on spatial dark solitons especially on its linear stability. In

this paper, a method to analyze linear stability of nonlocal spatial dark soliton is put forward, moreover a numerical simulation and

analysis is done on the linear stability of (1+1)-dimensional fundamental and second-order dark soliton in thermal nonlinear medium.

Numerical results show that (1+1)-dimensional fundamental nonlocal dark solitons are always stable in their entire existence domain,

while second-order dark solitons are oscillatorily unstable and the width of unstable domain depends on propagation constant and

nonlocality degree of thermal nonlinear medium. The propagation graphs of initial input with noise addition confirms the correctness

of linear stability analysis results.
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