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大气湍流中光束的高阶强度矩*
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研究了光束通过大气湍流传输的高阶强度矩,提出了大气湍流中光束高阶强度矩的推导方法,并推导出了一至

四阶光束强度矩传输的解析表达式. 所得结果具有一般性,任意某一光束在自由空间和大气湍流中传输的高阶强度

矩均可作为本文结果的特例. 另一方面,以高斯光束为例,研究了其 K 参数在湍流大气中的传输规律.研究表明,高

斯光束在大气湍流中其 K 参数并不是一个传输不变量,它与传输距离、束腰半径、湍流内外尺度以及湍流强度均

有关. 这个结论与采用 Rytov相位结构函数二次近似或强湍流近似下的结论不同,本文给出了合理解释.
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1 引 言

强度矩是研究激光束传输特性的重要参数,许

多重要光束特性参数都可由各阶强度矩表示,如一

阶矩描述了光束的重心,二阶矩描述了束宽、远场

发散角、光束的曲率半径和光束传输因子等,三阶

矩和四阶矩分别描述了光束的偏斜度和平整度等.

Weber[1] 研究了光束在二次折射率介质中传输的高

阶矩, 并给出了高阶矩的表达式, 但文中仅考虑了

一维光束情况. 另一方面, 激光束的大气传输特性

对遥感、跟踪和远距离光通信等应用有重要的意

义 [2],国内外同行对此做了大量的研究 [3−14]. 目前,

大气湍流中光束的强度矩的研究仅限于光束二阶

矩或某一特定光束高阶强度矩,如文献 [15]给出了

部分相干光束通过大气湍流的二阶矩传输公式;文

献 [16, 17] 分别研究了超高斯光束和 Airy 光束在

大气湍流中的高阶强度矩.本文将研究任意光束的

高阶强度矩在大气湍流中的传输规律.

从实验的观点看,只有光束的一至四阶矩是有

意义的, 高于四阶矩则存在很大的误差并难以测

量 [1]. 本文采用维格纳分布函数 (WDF)[18],提出了

大气湍流中光束高阶强度矩的推导方法,并推导出

了一至四阶光束强度矩传输的解析表达式,该结果

具有一般性, 任意某一光束 (包括相干光和部分相

干光)在自由空间和大气湍流中传输的高阶强度矩

均可作为本文结果的特例给出.

另一方面, 本文以高斯光束为例, 研究了其 K

参数在湍流大气中的传输规律. 众所周知, 高斯光

束在自由空间传输其 K 参数保持不变.本文研究发

现,高斯光束在大气湍流中其 K 参数并不是一个传

输不变量. 这个结论是在没有采用近似条件情况下

得到的,它与采用 Rytov相位结构函数二次近似或

强湍流近似所得的结论是不同的,本文给出了合理

的解释. 并指出,研究光束在湍流中的四阶强度矩

时采用这两种近似是不合适的.

2 高阶强度矩的推导

根据广义惠更斯 -菲涅耳原理,光束通过大气

湍流传输到 z平面处的交叉谱密度可以表示为 [2]

W (ρ1,ρ2,z)
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=

(
k

2πz

)2 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (ρ′

1,ρ
′
2,0)

× exp
{

ik
2z

[
(ρ′

1 −ρ1)
2 − (ρ′
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2]

−H
(
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′
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)}

d2ρ ′
1d2ρ ′

2, (1)

其中, ρ′
1, ρ′

2 和 ρ1, ρ2 分别为 z = 0 平面上和 z 平

面上的横向矢量, k 是波数 (k = 2π/λ , λ 是波长).

W (ρ′
1,ρ

′
2,0) 为光束在 z = 0 平面上的交叉谱密度,

exp[−H]代表湍流的影响,可以表示为 [2]

H
(
ρ1;ρ2,ρ

′
1;ρ′

2,z
)

=4π2k2z
∫ 1

0

∫ ∞

0
κΦn(κ)

[
1− J0(κ

∣∣ξ (ρ′
1 −ρ′

2)

+(1−ξ )(ρ1 −ρ2)
∣∣)]dκdξ , (2)

(2)式中, J0(·)为零阶贝塞尔函数, Φn(κ)为湍流大
气介质的折射率起伏空间谱密度函数.

引入新积分变量 ρ= (ρ1+ρ2)/2, ρd = ρ1−ρ2,

ρ′ = (ρ′
1 +ρ′

2)/2和 ρ′
d = ρ′

1 −ρ′
2,则 (1)式和 (2)式

可以写为

W (ρ,ρd,z)

=

(
k

2πz

)2 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (ρ′,ρ′
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× exp
{

ik
z

[(
ρ−ρ′) · (ρd −ρ′

d
)]

−H
(
ρd,ρ

′
d,z
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d2ρ ′d2ρ ′

d, (3)

H
(
ρd,ρ

′
d,z

)
=4π2k2z

∫ 1

0

∫ ∞

0
κΦn(κ)

[
1

− J0(κ
∣∣ξρ′

d +(1−ξ )ρd
∣∣)]dκdξ . (4)

为了能够推导出解析结果,将 J0(·)展开成无限
项求和形式,则 (4)式可写为 [19]

H
(
xd,yd;x′d,y

′
d,z

)
=4π2k2z

∞

∑
j=1

(−1) j+1

( j!)2 22 j

∫ 1

0
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0
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×
[
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2

+(ξ y′d +(1−ξ )yd)
2] jdκdξ . (5)

光束的WDF可以用交叉谱密度表示为 [18]

h(ρ,θ,z) =
(

k
2π

)2 ∫ ∞

−∞
W (ρ,ρd,z)

× exp(−ikθ ·ρd)d2ρd, (6)

其中 θ = (θx,θy), kθx和 kθy分别是波矢量沿 x轴和

y轴的分量.

光束的 n1 + n2 +m1 +m2 阶强度矩可用 WDF

定义为 [15−18]⟨
xn1yn2θ m1

x θ m2
y

⟩
≡ 1

P

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
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=
1
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)
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其中 P =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(ρ,θ,z) d2ρ d2θ 是光束的总能

量, h(ρ′,θ′,0)是 z = 0平面处的WDF.并且

G(ρ′,θ′,z)

=
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)4 1
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× d2ρ d2θ d2ρ ′

d d2θ ′
d. (8)

对 (8)式中的 ρ, θ积分后可以得到

G
(
ρ′,θ′,z

)
=(−i)n1+n2+m1+m2 zn1+n2

kn1+n2+m1+m2

×
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp

{
− ik

z
ρ′ (ρd −ρ′

d
)

+ ikθ′ ·ρ′
d −H

(
ρd,ρ

′
d,z

)}
×δ (n1)

(
x′d − xd

)
δ (n2)

(
y′d − yd

)
×δ (m1) (xd)δ (m2) (yd)d2ρ ′

d d2ρd. (9)

其中, δ (n) 表示对 δ 函数的 n次求导. 联合 (9), (7)

和 (5)式,原则上可以得到光束各阶强度矩.值得指

出的是, 在推导光束高阶强度矩时, 需利用积分公

式

∫ ∞

−∞
f (x)δ ( j)(x)dx = (−1) j f ( j)(0) ( f ( j) 表示任意

函数 f 的 j 次导数),对函数 f 求 j 次导数,且求导

后对变量赋零值. 可以证明, f ( j) 函数中的湍流项

为幂指数函数形式. 那么 f ( j)(0) 中的湍流项对应

j > n1 +n2 +m1 +m2 的项数均为零. 这样,导致 (5)

式中的求和项数不会大于强度矩的阶数,大大地简

化了推导过程. 以下列出了我们推导出的光束一至

四阶强度矩在大气湍流中的传输公式.
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2.1 一阶矩 (n1 +n2 +m1 +m2 = 1)


⟨x⟩

⟨y⟩

⟨θx⟩⟨
θy
⟩


=Mz



⟨x0⟩

⟨y0⟩

⟨θx0⟩⟨
θy0

⟩


, (10)

其中Mz 是传输矩阵,且

Mz =



1 0 z 0

0 1 0 z

0 0 1 0

0 0 0 1


. (11)

下角标 “0”表示光束在 z = 0平面处对应的强度矩.

从 (10)式可知,光束的一阶矩与湍流无关.

2.2 二阶矩 (n1 +n2 +m1 +m2 = 2)

光束的二阶矩表示的 4×4的矩阵可写为

V =



⟨
x2
⟩

⟨xy⟩ ⟨xθx⟩
⟨
xθy

⟩
⟨xy⟩

⟨
y2
⟩

⟨yθx⟩
⟨
yθy

⟩
⟨xθx⟩ ⟨yθx⟩

⟨
θ 2

x
⟩ ⟨

θxθy
⟩

⟨
xθy

⟩ ⟨
yθy

⟩ ⟨
θxθy

⟩ ⟨
θ 2

y
⟩


. (12)

光束通过大气湍流传输的二阶矩为

V =MzV0M
t
z +MT (13)

其中

MT =



2
3

z3 0 z2 0

0
2
3

z3 0 z2

z2 0 2z 0

0 z2 0 2z


T, (14)

T = π2
∫ ∞

0
κ3Φn(κ)dκ, (15)

V0 表示 z = 0 平面处的光束二阶矩阵, M t
z 是Mz

的转置矩阵, MT 是湍流矩阵. 湍流对光束二阶矩

的影响由湍流参数 T 描述,且含 T 的项只与传输距

离 z有关. 本文 (13)式与文献 [6]中 (15)式是一致

的.

2.3 三阶矩 (n1 +n2 +m1 +m2 = 3)

⟨
x3⟩=⟨

(x0 +θx0z)3
⟩
+2⟨(x0 +θx0z)⟩z3T, (16)⟨

θ 3
x
⟩
=
⟨
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⟩
+6

⟨
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zT, (17)⟨
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⟨
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⟩
+2⟨(x0 +θx0z)⟩z2T

+
2
3
⟨θx0⟩z3T, (18)⟨

xθ 2
x
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)θ 2

x0
⟩
+2⟨(x0 +θx0z)⟩zT

+2⟨θx0⟩z2T, (19)⟨
x2y

⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)2 (y0 +θy0z)

⟩
+

2
3
⟨
(y0 +θy0z)

⟩
z3T, (20)⟨

xθ 2
y
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)θ 2

y
⟩
+2⟨(x0 +θx0z)⟩zT, (21)⟨

x2θy
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)2 θy

⟩
+

2
3
⟨
θy0

⟩
z3T, (22)

⟨xyθx⟩=
⟨
(x0 +θx0z)(y0 +θy0z)θx0

⟩
+
⟨
(y0 +θy0z)

⟩
z2T. (23)

将 (16)—(23)式中 x与 y对换,即可得到其他三阶

矩
⟨
y3
⟩
,
⟨
θ 3

y
⟩
,
⟨
y2θy

⟩
,
⟨
yθ 2

y
⟩
,
⟨
y2x

⟩
,
⟨
yθ 2

x
⟩
,
⟨
y2θx

⟩
和⟨

xyθy
⟩
在大气湍流中的传输公式. 湍流对光束三阶

矩的影响由湍流参数 T 描述,且含 T 的项不仅与传

输距离 z有关, 还与光束在 z = 0平面上的一阶矩

有关.

2.4 四阶矩 (n1 +n2 +m1 +m2 = 4)

⟨
x4⟩=⟨

(x0 +θx0z)4
⟩
+4

⟨
(x0 +θx0z)2

⟩
z3T

+
4
3

z6T 2 +
3

10k2 z5T ′, (24)⟨
θ 4

x
⟩
=
⟨
θ 4

x0
⟩
+12

⟨
θ 2

x0
⟩

zT +12z2T 2

+
3

2k2 zT ′, (25)⟨
x2θ 2

x
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)2 θ 2

x0

⟩
+2

⟨
(x0 +θx0z)2

⟩
0

zT

+
2
3
⟨
θ 2

x0
⟩

0 z3T +4⟨(x0 +θx0z)θx0⟩z2T

+
10
3

z4T 2 +
1

2k2 z3T ′, (26)⟨
x3θx

⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)3 θx0

⟩
+3

⟨
(x0 +θx0z)2

⟩
z2T

+2⟨(x0 +θx0z)θx0⟩z3T

+2z5T 2 +
3

8k2 z4T ′, (27)⟨
xθ 3

x
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)θ 3

x0
⟩
+3

⟨
θ 2

x0
⟩

z2T
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+6⟨(x0 +θx0z)θx0⟩zT +6z3T 2

+
3

4k2 z2T ′, (28)⟨
x2y2⟩=⟨

(x0 +θx0z)2 (y0 +θy0z)2
⟩

+
2
3

(⟨
(x0 +θx0z)2

⟩
+
⟨
(y0 +θy0z)2

⟩)
z3T

+
4
9

z6T 2 +
1

10k2 z5T ′, (29)⟨
x3y

⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)3 (y0 +θy0z)

⟩
+2

(
⟨x0 +θx0z⟩

⟨
y0 +θy0z

⟩)
z3T, (30)⟨

x2θ 2
y
⟩
=
⟨
(x+θxz)2 θ 2

y0

⟩
+2

⟨
(x0 +θx0z)2

⟩
zT

+
2
3
⟨
θ 2

y0
⟩

z3T +
4
3

z4T 2 +
1

6k2 zT ′, (31)⟨
xyθ 2

x
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)(y0 +θy0z)θ 2

x0
⟩

+2
⟨
(x0 +θx0z)(y0 +θy0z)

⟩
zT

+2
⟨
θx0 (y0 +θy0z)

⟩
z2T, (32)⟨

xyθxθy
⟩
=
⟨
(x0 +θx0z)(y0 +θy0z)θx0θy0

⟩
+ ⟨(x0 +θx0z)θx0⟩z2T

+
⟨
(y0 +θy0z)θy0

⟩
z2T

+ z4T 2 +
1

6k2 z3T ′, (33)

其中

T ′ = π2
∫ ∞

0
κ5Φn(κ)dκ. (34)

同样地,
⟨
y4
⟩
,
⟨
θ 4

y
⟩
,
⟨
y2θ 2

y
⟩
,
⟨
y3θy

⟩
,
⟨
yθ 3

y
⟩
,
⟨
y3x

⟩
,⟨

y2θ 2
x
⟩
和

⟨
xyθ 2

y
⟩
在大气湍流中的传输公式可通

过将 (24)—(28)式和 (30)—(32)式中 x与 y对换得

到. 从 (24)—(34)式可知,湍流对光束四阶矩的影响

由 T 和 T ′ 两个湍流参数描述,并且含 T 的项还与

光束在 z = 0平面处的二阶矩有关.

值得指出的是: 1)本文所得结果对强、弱湍流

情况均适合; 2)当 T = T ′ = 0时, 以上大气湍流中

的强度矩可简化为自由空间中的对应强度矩; 3)任

意某一光束在大气湍流中传输的强度矩可作为本

文结果的特例得到, 即首先求出该光束在 z = 0平

面处的维格纳分布函数 h(ρ,θ,0),再将其代入强度

矩定义 (7) 式即可得 z = 0 平面处的强度矩, 然后,

将 z = 0平面处的强度矩代入本文推导出的对应公

式即可得到光束在 z平面处的各阶强度矩.下面以

高斯光束为例说明.

3 高斯光束的高阶强度矩及 K 参数

高斯光束在 z = 0平面的交叉谱密度可以表示

为

W00(ρ1,ρ2,0)|GS = exp
[
−ρ2

1 +ρ2
2

w2
0

]
, (35)

其中 w0 是光束的束腰半径. 将 (35)式代入 (6)式,

经过积分运算得到

h(ρ,θ,0) =
k2w2

0
2π

exp
[
− 2x2 +2y2

w2
0

−
k2w2

0
2

(
θ 2

x +θ 2
y
)]

. (36)

将 (36)式代入 (7)式,可以得到高斯光束在 z = 0平

面上的各阶强度矩为

⟨x0⟩= ⟨y0⟩= ⟨θx0⟩=
⟨
θy0

⟩
= 0, (37)

⟨
x2

0
⟩
=
⟨
y2

0
⟩
=

w2
0

4
,⟨

θ 2
x0
⟩
=
⟨
θ 2

y0
⟩
=

1
k2w2

0
,

⟨x0θx0⟩= 0,

(38)

⟨
x3

0
⟩
=
⟨
y3

0
⟩
=
⟨
θ 3

x0
⟩

0 =
⟨
θ 3

y0
⟩
= 0, (39)

⟨
x4

0
⟩
=
⟨
y4

0
⟩
=

3
16

w4
0,⟨

θ 4
x0
⟩
=
⟨
θ 4

y0
⟩
=

3
k4w4

0
,

⟨
x2

0θ 2
x0
⟩
=

1
4k2 ,

⟨
x3

0θx0
⟩
= 0.

(40)

将在 z = 0平面处的强度矩代入 (10)—(34)式

可得到传输平面 z处的各阶强度矩.因高斯光束为

对称光束,本文仅考虑 x方向的强度矩,即⟨
x2⟩=w2

0
4

+
1

k2w2
0

z2 +
2
3

z3T, (41)

⟨
θ 2

x
⟩
=

1
k2w2

0
+2zT, (42)

⟨
x4⟩= 3

16
w4

0 +
3

2k2 z2 +
3

k4w4
0

z4

+6
(

w2
0

4
+

1
k2w2

0
z2
)

z3T

+
4
3

z6T 2 +
3

10k2 z5T ′, (43)⟨
θ 4

x
⟩
=

3
k4w4

0
+12

1
k2w2

0
zT +12z2T 2 +

3
2k2 zT ′. (44)
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沿 x方向的 Kx参数定义为 Kx =
⟨
x4
⟩
/
⟨
x2
⟩2 [20],

将 (41)和 (43)式代入该定义式可得到高斯光束通

过大气湍流传输的 Kx 参数,即

Kx = 3+
3

10k2 ⟨x2⟩2 z5T ′. (45)

由 (45) 式可知, 高斯光束通过大气湍流传输的 Kx

参数并不是一个不变量,它与传输距离 z,束腰半径

w0,湍流参数 T 与 T ′均有关. 并且有 lim
z→∞

Kx = 3,即

只有当传输距离 z足够大时,高斯光束通过大气湍

流传输光束形状才保持高斯分布不变.

如果采用 Von Karman谱 [2]

Φn(κ) =0.033C2
n

(
κ2 +

1
L2

0

)−11/6

× exp
(
−κ2

κ2
m

)
, (46)

其中 C2
n 是折射率结构常数, 它表征湍流的强弱.

κm = 5.92/l0, l0 和 L0 分别是湍流的内、外尺度.

图 1 不同湍流内尺度 l0 下,高斯光束 Kx 参数随传输距离 z

的变化 (C2
n = 10−14 m−2/3, w0 = 0.05 m)

图 1— 图 3 是高斯光束在大气湍流中传输

其 Kx 参数随传输距离 z 变化曲线, 计算参数为

L0 = 10 m和 λ = 1.55 µm. 图 1—图 3表明,高斯光

束在湍流中传输, Kx 参数会出现一个极大值,之后

减小并逐渐接近 3. 图 1为不同湍流内尺度 l0 下高

斯光束的 Kx参数随传输距离 z的变化曲线.图 1表

明,湍流内尺度 l0 越大, Kx 参数越小. 当 l0 = 0.1 m

时, Kx 参数的值几乎保持为 3不变.图 2为不同湍

流折射率结构常数 C2
n 下高斯光束 Kx 参数随传输

距离 z的变化曲线.由图 2可知,在自由空间 Kx 参

数不随传输距离变化,恒等于 3. 在湍流中, C2
n 越大,

Kx 参数越小. 当 C2
n = 10−12 m−2/3 时, Kx 参数近似

为 3不变.这一结论与在强湍流近似下的结论一致.

图 3为不同束腰半径 w0 下高斯光束 Kx 参数随传

输距离 z的变化曲线.图 3表明,束腰半径 w0 越小,

Kx 参数越小. 当 w0 = 0.005 m时, Kx 参数的值几乎

保持为 3 不变. 因此, 只有当湍流内尺度或湍流折

射率结构常数足够大,或光束束腰半径 w0 足够小

时,高斯光束在大气湍流中传输光束形状才保持高

斯分布.

图 2 不同湍流折射率结构常数 C2
n 下,高斯光束 Kx 参数随传

输距离 z的变化 (w0 = 0.05 m, l0 = 0.01 m)

图 3 不同束腰半径 w0 下,高斯光束 Kx 参数随传输距离 z的

变化 (C2
n = 10−14 m−2/3, l0 = 0.01 m)

4 结 论

本文研究了光束通过大气湍流传输的高阶强

度矩,提出了大气湍流中光束高阶强度矩的推导方

法,并推导出了一至四阶光束强度矩传输的解析表

达式. 研究表明,光束的一阶矩与湍流无关,光束的

二阶矩和三阶矩只与湍流参数 T 有关,而光束的四

阶矩与湍流参数 T 和 T ′ 均有关. 本文所得结果具

有一般性,任意某一光束在自由空间和大气湍流中

传输的高阶强度矩均可作为本文结果的特例.
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另一方面,本文研究表明: 在大气湍流中,高斯

光束的 K 参数并不是一个传输不变量, 其 K 参数

会出现一个极大值.这个结论是本文在没有采用近

似条件情况下得到的. 但是, 如果采用 Rytov相位

结构函数二次近似或强湍流近似,高斯光束在大气

湍流中的平均光强会保持为高斯分布,即其 K 参数

是一个传输不变量 (恒为常数 3). Rytov 相位结构

函数二次近似和强湍流近似是湍流介质中光传输

研究中常采用的近似方法,但长期以来该近似方法

的适用性一直是国内外学者们争论的焦点. 大量理

论和实验已证明, Rytov相位结构函数二次近似在

处理光束大气湍流传输的平均光强和二阶强度矩

时误差很小 [5,6,8,10,21−25]. 本文指出,研究光束在湍

流中的四阶强度矩时采用这两种近似是不合适的.

本文所得结果对激光大气传输应用具有意义.
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Abstract

The higher-order intensity moments of optical beams propagating through atmospheric turbulence are studied in the paper. The

method to derive higher-order intensity moments in atmospheric turbulence is proposed, and the simple expressions for intensity

moments up to the fourth-order are derived. The results obtained in this paper are general, which can reduce to higher-order intensity

moments of an arbitrary optical beam propagating in both free space and turbulence. Taking the Gaussian beam for example, the

propagation of the kurtosis parameter in atmospheric turbulence is studied. It is shown that the kurtosis parameter of Gaussian beams

is not a propagation invariant in atmospheric turbulence, which depends on propagation distance, waist width, inner and outer scales

of turbulence and refraction index structure constant. This result is different from that obtained by using the quadratic approximation

of Rytov’s phase structure function or the strong fluctuation condition of turbulence. The reasonable explanations for the differences

are given in this paper.
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