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基于电磁超材料的两种等效参数

提取算法的比较分析*
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基于传统反演算法和 Kramers-Kronig关系改进算法,分别提取弱耦合和强耦合超材料渔网结构模型的等效参

数,并对两种算法的有效性及普适性进行了探讨. 理论分析及计算结果表明,传统的反演算法可以准确地反演弱、

强耦合情形下电磁超材料结构的等效参数,但计算复杂度较高;而基于 Kramers-Kronig关系的改进算法巧妙地降低

了计算的复杂度,能简单准确地提取弱耦合情形下电磁超材料结构的等效参数,但对于强耦合情形则不适用,原因

在于强耦合情形破坏了 Kramers-Kronig关系的解析且连续性要求. 研究结果拓展了等效媒质理论并可为新的电磁

超材料的设计提供理论参考.
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1 引 言

电磁超材料 (metamaterials) 是一种异于天然
的人工复合结构或复合材料 [1], 具有诸如负
折 射 效 应 [2]、 反 常 Doppler 效 应 [3]、 反 常

Cherenkov效应 [4]、完美透镜 [5] 等超常物理特性.
近年来, 对超材料结构实验方面的研究, 已经从最
初微波频段的开口谐振环 (SRR)[6,7] 和电导线结构
逐步深入到光波频段的渔网结构 [8−10]. 很多学者
选用传统的反演算法 [11,12] 或基于 Kramers-Kronig
(K-K)关系 [13−15] 的改进算法, 提取微波频段超材
料结构的等效参数进行研究分析.本文主要利用这
两种算法提取光波频段超材料结构的等效参数,分
析比较两种算法的准确度与适用性.
为了确定两种算法的准确度和适用性,我们考

虑了两类具有不同特性的渔网结构. 将若干个超材
料渔网结构小单元以固定的间隔 d 沿传播方向叠

加, 根据 d 的取值不同,将结构块分为弱耦合和强

耦合的情况,分别利用两种算法对不同结构提取等

效参数. 计算表明,传统的反演算法适用性很强,对

两类结构的超材料都可以准确地提取等效参数,但

计算过程比较复杂;而基于 K-K关系的改进算法巧

妙地避免了复杂的计算,并能简单准确地提取材料

的等效参数,但其使用范围具有一定的局限性.

2 算法理论

2.1 传统反演算法的基本理论

在研究超材料时, 一般将其描述为等效媒质.

在波长远大于结构单元的尺寸时,电磁波将不能识

别出其内部结构,从而使得超材料可以用有效介电

常数和有效磁导率来描述. 计算中将超材料结构描

述为一种有一定厚度的平板均匀结构,如果得到其
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传输、反射系数的强度大小和相位 [8−10],则通过反
演计算可以求得复数折射率 n和波阻抗 z, 进一步
可以得到媒质的等效介电常数和磁导率 [16,17].
本文利用上述原理,对复数折射率 n的实部进

行研究分析.当平面波垂直入射到一定厚度的超材
料结构上时, 通过计算或测量得到其传输系数 T ,
反射系数 R,再利用 (1), (2a)和 (2b)式,可以得到其
波阻抗 z和折射率 n:

z =±

√
(1+R)2 −T 2

(1−R)2 +T 2 , (1)

Im(n) =± Im

arccos
(

1−R2 +T 2

2T

)
k0deff

 , (2a)

Re(n) =±Re

arccos
(

1−R2 +T 2

2T

)
k0deff

+m
2π

k0deff
,

(2b)

其中, k0 是自由空间的波数, deff 是超材料结构的有

效厚度, m是整数,代表不同分支.
利用超材料自身的特性条件可以确定波阻抗

z 和折射率 n 的正负符号. 一般非增益超材料要
求 Re(z) > 0, 因此可以得出 (1)式的符号.同样地,
Im(n) > 0, 就惟一地确定了 (2a) 及 (2b) 式的符号,
至于分支 m的确定需要结合具体的物理概念,比如
可依据一般超材料折射率具有连续性等限制条件

决定 m 的具体取值. 若是有效厚度 deff 取值较大,
这些分支将十分靠近,很难准确地选择正确的分支
数. 传统反演算法的计算复杂度也就体现在分支数
的选择上. 尤其是多层渔网结构 [18]的模型,分支选
择的计算量就更大更复杂.

2.2 基于K-K关系的改进算法的基本理论

K-K关系的原理与传统反演算法基本一致.这
种算法的新颖之处在于根据折射率的虚部利用 K-
K关系得到折射率的实部,确保了等效参数的惟一
性, 避免了分支选择的复杂性, 从而降低了计算的
复杂度. K-K关系的本质是利用解析函数的实部和
虚部的内在联系,其物理本质则在于物理系统因果
率的体现.
基于 K-K关系的算法步骤如下: 波阻抗 z可由

T 及 R惟一地确定. 折射率 n的计算涉及一个复对

数计算 (5)式,这个复对数函数是一个多值函数,但
多值性只针对 n的实部.这时可用 K-K关系由 n的
虚部来联系其实部,那么 n的实部值就是取最接近
K-K关系预测的对数函数对应的分支. 但是, 此算
法要求折射率和频率是连续的.
该算法需要两个输入数据,一是有效厚度 deff,

即电磁波的传播方向上所包含的单元格的长度的

总和;二是参数 T 及 R. 平面波垂直入射到均匀介
质板上,波阻抗和折射率与 T 及 R的关系如下:

R =
R01(1− e i2Neffk0deff)

1−R2
01 e i2Neffk0deff

, (3a)

T =
(1−R2

01)e i2Neffk0deff

1−R2
01 e i2Neffk0deff

, (3b)

其中, R01 = (Zeff−1)/(Zeff+1), Zeff(ω)是复波阻抗,
Neff(ω) = neff(ω)+ ikeff(ω),是复折射率, neff(ω)是

折射率, keff(ω)是消耗系数, k0 是自由空间波数, ω
是角频率.
根据 (1), (2a)和 (2b)式可知:

Zeff =±

√
(1+R)2 −T 2

(1−R)2 −T 2 , (4)

e iNeffk0deff =
T

1−RR01
, (5)

(4) 式中波阻抗的符号由强加条件 Re(Zeff) > 0 且
Im(Neff)> 0确定. 复折射率为

Neff =
1

k0deff

{
Im[ln(e iNeffk0deff)]+2mπ

− i Re[ln(e iNeffk0deff)]
}
, (6)

其中, m是整数,表示分支指数. 将 (6)式中的实部
和虚部分开表示,得到

neff =
Im[ln(e iNeffk0deff)]

k0deff
+

2mπ
k0deff

=n0
eff +

2mπ
k0deff

, (7)

keff =
−Re[ln(e iNeffk0deff)]

k0deff
, (8)

其中, n0
eff 是折射率,对应对数函数的主值支. 在参

数的提取过程中,折射率的虚部是不受对数函数分
支影响的,所以,它可由 (8)式惟一地确定. 然后折
射率的实部可以通过 K-K关系计算得出:

nK-K(ω) = 1+
2
π

P.V.
∫ ∞

0

ω ′keff(ω ′)

ω ′2 −ω2 dω ′, (9)

其中, P.V.是柯西主值.
对 (9) 式可以利用梯形积分规则进行数值计

算.但为了避免不当的 K-K积分的奇异性,我们可
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以将积分分成两个部分,从而可以得到近似的 K-K
积分:

Ψi, j =
ω jkeff(ω j)

ω2
j −ω2

i
+

ω j+1keff(ω j+1)

ω2
j+1 −ω2

i
,

nK-K(ωi) =1+
∆ω
π

( i−2

∑
j=1

Ψi, j +
N−1

∑
j=i+1

Ψi, j

)
, (10)

(7)式中的分支数 m可以表示为

m = Round
[
(nK-K −n0

eff)
k0deff

2π

]
, (11)

这里的 Round( )函数是取最接近的整数. 因此, 折
射率的计算也就是选择最接近 K-K关系预测值的
那个分支.

3 数值算例

3.1 开口谐振环组成的超材料模型

首先,选用开口谐振环 [6,7] 组成的负磁导率超

材料模型,分别用传统的反演算法和基于 K-K关系
的改进算法提取其等效参数,用来验证改进算法的
适用性. 如图 1所示,边长为 2.5 mm的空气立方体
单元模型, 中间嵌入厚度为 0.25 mm 的 FR4 基板,
在基板的一侧是厚度为 0.017 mm的铜材质开口谐
振环. 开口环外侧边长 2.2 mm, 开口间隙 0.3 mm,
内外环间距 0.15 mm,环宽 0.2 mm. 图 2是开口谐
振环模型计算得到的传输系数、反射系数和吸收

系数的结果.

图 1 开口谐振环模型

如图 3所示,传统的反演算法和基于 K-K关系
的改进算法结果基本符合,从而验证了改进算法的
有效性. 图 3中曲线 neff 是用传统的反演算法计算

出的折射率的实部,而曲线 nK-K 是用基于 K-K关
系的改进算法计算出的结果,曲线 keff 是折射率的

虚部,根据结算结果可以看出针对此结构传统方法
与基于 K-K方法的结果符合得较好,这样从侧面证
实了 K-K 方法的有效性. 图 4 也给出了基于 K-K
关系反演得到的磁导率实部随频率变化曲线.

图 2 开口谐振环模型的传输、反射和吸收系数

图 3 开口谐振环模型的折射率

图 4 开口谐振环模型的磁导率
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3.2 渔网结构模型

3.2.1 强、弱耦合模型的确定
图 5(a) 是超材料渔网结构的一个单元模

型 [8,18], 结构由金属银和电介质氟化镁 (MgF2) 组

成,金属银分布在氟化镁 (其介电常数为 1.9)两侧.

金属银是用 Drude模型来模拟的,其等离子频率为

1.37×1016 rad/s,电碰撞系数为 8.19×1013 rad/s. 传

播方向是沿正 z轴方向,结构在传播方向上是几何

对称的. 其电场方向 (E)、磁场方向 (H) 和波矢

方向 (k), 如图 5(a) 所示. 其中, ax = ay = 860 nm,

wx = 565 nm, wy = 265 nm, s = 50 nm, t = 30 nm.

图 5 (a)一个单元模型; (b) 7层单元模型叠加的侧视图

图 5(b)是两个单元模型的叠加,中间由空气层

隔开,间距为 d. 根据 d 的取值不同,将叠加的模型

分为弱耦合模型和强耦合模型. 当 d取某个阈值时,

每个单元模型之间的相互影响很小,以这个特定的

d 而叠加的多个单元模型,结构的等效参数将保持

稳定, 不会随着结构的叠加而改变, 这样的情况看

作是弱耦合模型; 当 d 取值超过阈值时, 每个单元

模型之间的相互影响很大, 近似于光子晶体, 这样

的情况看作是强耦合模型.

图 6 是该渔网结构的谐振频率随 d 变化的曲

线图. 随着 d 的增加, 结构的谐振频率也不断变

化. 在 d 取值大于 90 nm时,谐振频率趋于固定值

141.6 THz, 不再随着 d 的增加而变化, 即在 90 nm

处,谐振频率达到饱和.因此,界定当多个单元模型

以 d = 90 nm为阈值间距沿传播方向增加时,构成

的多层模型称为弱耦合模型. 当 d 取值小于 90 nm

的情况均可视为强耦合模型.

图 6 渔网结构的谐振频率随间距 d 的变化曲线图

3.2.2 多层弱耦合模型
确定强、弱耦合的阈值后,首先研究的是多层

弱耦合模型, 由 7层单元模型沿传播方向叠加, 每

个单元模型之间的间距 d = 90 nm. 图 7是计算得

到的传输系数、反射系数和吸收系数的结果.

图 7 7层弱耦合模型的传输、反射和吸收系数

根据传输和反射系数,就可以利用传统的反演

算法和基于 K-K关系的改进算法计算出渔网结构

的折射率.由于两种算法计算折射率的虚部的原理

基本一致, 所以其虚部曲线是完全一致的, 也就是

图 8中的曲线 keff. 在图 8中,曲线 neff 是用传统的

反演算法计算出的折射率的实部,而曲线 nK-K是用

基于 K-K关系的改进算法计算出的结果.可以看出

频率在大概 136—150 THz 的区域内是负值, 这体

现了超材料负折射率的奇异特性. 由于 K-K积分中
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存在积分近似的过程, 折射率的实部曲线 nK-K 与

曲线 neff 大体趋势相同,计算结果表明两种方法在

处理弱耦合时的一致有效性. 而传统的反演算法在

计算折射率的实部时, 需要进行分支选择, 计算过

程比较复杂,而基于 K-K关系的算法却巧妙地利用

K-K关系得到折射率的实部,具有一定的计算优势.

图 8 7层弱耦合模型的折射率

3.2.3 多层强耦合模型
多个单元模型叠加时,其间距 d 取小于 90 nm

的情况称为强耦合模型. 此处以 d = 0 nm为进行数

值模拟的强耦合模型. 组成强耦合模型的单个模型

之间的相互作用较强,所以它的折射率等效参数就

会呈现出一些特别的情况, 比如不连续的现象. 通

过计算分析,强耦合模型的折射率确实出现了不连

续的情况,所以这时基于 K-K关系的算法就无法适

用了,因为它要求计算的参数是解析、连续的.

传统的反演算法可以用于计算不连续的模型,

但是比较复杂, 因为它涉及具体分支选择的问题.

这里, 计算的是 19 层、23 层和 27 层强耦合模型,

通过人工选择分支确定折射率的值.

图 9是 19层、23层和 27层强耦合模型的传输

系数曲线.当频率 f < 136 THz时,传输系数 T ≈ 0,

这是一种金属特性,也是 f < 136 THz时 Re(n)≈ 0

的原因.

图 10是折射率实部的不同分支曲线图,其中:

m = 1 (青色), m = 0 (蓝色), m =−1 (红色), m =−2

(绿色), m =−3 (品红色), m =−4 (黑色). 19层、23

层和 27 层强耦合模型分别是用交叉符号, 菱形符

号和圆圈表示.

从图中可以看出, 在频率 136 THz 附近, 折射

率的实部出现了不连续现象.频率小于 136 THz时,

折射率的实部趋于 0. 基于传统的反演算法, 根据
(2b)式中 m的不同选择及不同层数重叠情形,可以
确定出最终折射率实部的曲线如图 10中阴影部分
所示.

图 9 19层、23层和 27层强耦合模型的传输系数

图 10 19层、23层和 27层强耦合模型的折射率实部反演结果

4 结 论

本文主要利用两种反演算法分析光波频段电

磁超材料结构的等效媒质理论.给出了多层弱耦合
和强耦合结构模型的阈值,利用多层弱耦合和多层
强耦合渔网结构模型探讨了传统的反演算法和基

于 K-K关系的改进算法的适用性及有效范围.结果
表明传统的反演算法适用性很强,对两种情况的模
型都可以计算其等效参数, 但是比较复杂, 需人工
选择分支来确定等效参数;而基于 K-K关系的改进
算法巧妙地利用 K-K积分来避免了分支的选择,但
是这种算法又存在一定的局限性,即计算模型的等
效参数必须是解析的和连续的. 我们的结果为电磁
超材料的等效媒质理论提供了新的技术支持.
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Abstract

Extracting the equivalent parameters of the weak-coupling and strong-coupling fishnet structure metamaterial based on the tradi-

tional retrieval algorithm and the improved algorithm of Kramers-Kronig relations are proposed, respectively. A comparative analysis

of the effectiveness and applicability of the two algorithms are also included. The theoretical analysis and numerical results show that

the traditional retrieval algorithm can retrieve the equivalent parameters of the weak-coupling and strong-coupling cases of electromag-

netic metamaterials accurately, but with high computational complexity. While the improved algorithm based on the Kramers-Kronig

relations can reduce the computational complexity and extract the equivalent parameters only for the weak-coupling case of electro-

magnetic metamaterials. However, it is not suitable for the strong-coupling case which may disobey the continuity requirement of the

Kramers-Kronig relations. The presented results may extend the equivalent medium theory and provide a theoretical reference for the

design of new metamaterials.
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