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精确 Cosserat弹性杆动力学的分析力学方法*
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以脱氧核糖核酸和工程中的细长结构为背景,大变形大范围运动的弹性杆动力学受到关注. 将分析力学方法运

用到精确 Cosserat弹性杆动力学,旨在为前者拓展新的应用领域,为后者提供新的研究方法. 基于平面截面假定,在

弯扭基础上再计及拉压和剪切变形形成精确 Cosserat弹性杆模型. 用刚体运动的概念描述弹性杆的变形,导出弹性

杆变形和运动的几何关系;在定义截面虚位移及其变分法则的基础上,建立用矢量表达的 d’Alembert-Lagrange原理,

在线性本构关系下化作分析力学形式,并导出 Lagrange方程和 Nielsen方程,定义正则变量后化作 Hamilton正则方

程;对于只在端部受力的弹性杆静力学,导出了将守恒量预先嵌入的 Lagrange方程,并讨论了其首次积分. 从弹性杆

的 d’Alembert-Lagrange原理导出积分变分原理,在线性本构关系下化作 Hamilton原理. 形成的分析力学方法使弹

性杆的全部动力学方程具有统一的形式,为弹性杆动力学的对称性和守恒量的研究及其数值计算铺平道路.
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1 引 言

弹性杆力学具有悠久的历史和广泛的应用背

景. 20 世纪 70 年代, 弹性杆被作为脱氧核糖核酸

(DNA) 等生物大分子的力学模型研究其位形的拓

扑性质、平衡及其稳定性,进一步推动了弹性杆力

学的发展 [1−4]. 鉴于应用背景的复杂和多样性, 弹

性杆力学面临新的问题: 其一是极端细长导致小

应变累积成超大位移, 形成异常复杂的几何形态;

其二是全新的约束形式, 如自接触等, 对组蛋白的

缠绕包括了经典约束具有的单面、非定常、非完

整等特征 [2,5]. 因分析力学的建模方法在约束处

理和数值计算上的优势 [6,7], 文献 [8—12] 建立了

Kirchhoff弹性杆静力学和动力学的分析力学理论

框架, 文献 [13, 14]将近代分析力学中的对称性理

论引入弹性杆静力学,得到了由对称性导致的守恒

量.

Kirchhoff 弹性杆静力学和动力学的分析力学

方法已有所研究,由于忽略了弹性杆截面因变形导

致随弧坐标的平移, 即拉压和剪切变形, 使得变分

原理中与主矢有关的项以及关于主矢的 3 个动力

学方程不具有分析力学的形式,并且因主矢与主矩

的耦合使得主矩方程的表达也不尽如人意 [8−12],

给应用带来了不便.在弯扭基础上再计及轴向拉压

和截面剪切变形的弹性杆模型是 Kirchhoff模型的

改进 [15,16], 这被称之为 Cosserat 弹性杆或精确模

型, Kirchhoff弹性杆是其特例.

本文引入了关于主矢的本构方程后形成的精

确 Cosserat弹性杆的分析力学方法,其变分原理和

动力学方程完全具有分析力学的形式,这既有助于

充分利用分析力学的现有成果为弹性杆力学提供

新方法,又有利于拓展分析力学的应用领域.

精确 Cosserat 弹性杆运动和变形的几何关系

见文献 [16, 17]. 本文基于位形空间的虚位移概念,

建立弹性杆精确模型的 d’Alembert-Lagrange 原理

和 Hamilton原理,在线性本构关系下导出完全具有

分析力学形式的各种运动微分方程,且以弧坐标和
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时间双自变量为特征. 为利用分析力学的现有成果,

如对称性和守恒量等以及在数值仿真时实施辛算

法铺平道路.

2 弹性杆精确模型的位形描述

依据平面截面假定, 以弹性杆的截面为对象,

因变形导致截面随弧坐标发生转动和斜向平移,

如图 1 所示. 建立惯性坐标系 (O-ξ ηζ ) 和与截

面固结的形心主轴坐标系 (P-xyz), 沿坐标轴的

单位基矢量列阵分别为 eI =
(
eξ eη eζ

)T
和

ep = (e1(s̄, t) e2(s̄, t) e3(s̄, t))
T,其中 s̄ = s̄(s, t)为

变形后的弧坐标, s 为未变形时的弧坐标, e3 为

截面的外法矢, 指向弧坐标的正向. 两组基有关

系 ep = QeI, Q 为单位正交阵. (P-xyz) 的位置和

姿态用截面形心相对惯性系的矢径 r =OP 的坐

标阵 r =
(

ξ (s̄, t) η(s̄, t) ζ (s̄, t)
)T
和 Euler 角列阵

qE =
(

ψ(s̄, t) ϑ(s̄, t) φ(s̄, t)
)T
描述, r,qE 的坐标依

次用 qα , (α = 1, · · · ,6)表示. 截面的运动方程为

r = r(s̄, t), q = q(s̄, t), s̄ = s̄(s, t) . (1)

截面位置随 s (或 s̄)和 t 的变化都称为运动.对自变

量 s, t 的全偏导数用 ∂s, ∂t 表示.

图 1 弹性杆截面的平移

对于给定的姿态 qα = qα (s, t), (α = 4,5,6),截

面随弧坐标的平移存在如下关系: ∆r = e3∆s+∆w
(见图 1), r (q1,q2,q3) 和 w (q1, · · · ,q6) 分别为中心

线上一点 P的矢径和位移矢量. 于是得到关于中心

线的微分方程

∂sr = e3 +γ, (2)

其中 γ = ∂sw 为 P 点的应变矢量, 其主轴分量

γi = γ · ei, (i = 1,2,3) 中的前两个为截面的剪应

变,第三个为拉压应变,存在关系

γ3 = ∂ss̄−1. (3)

于是有 γ =
3
∑

i=1
γiei,其广义坐标表达为


γ1

γ2

γ3 +1

= Q



∂ξ
∂q1

∂ξ
∂q2

∂ξ
∂q3

∂η
∂q1

∂η
∂q2

∂η
∂q3

∂ζ
∂q1

∂ζ
∂q2

∂ζ
∂q3




∂sq1

∂sq2

∂sq3

 , (4)

Kirchhoff弹性杆是取 γ = 0 [8−12].

截面的弯扭度 ω和角速度Ω 为截面姿态角对

弧坐标 s和时间 t 全偏导数的线性组合

ω =
6

∑
α=4

Ξα∂sqα , (5a)

Ω =
6

∑
α=4

Ξα∂tqα , (5b)

其中, Ξα 为姿态角的矢值函数. 注意到 (5a)式中的

弯扭度以原始弧坐标为基准,是考虑到与 Hook定

律中应变是相对原始长度的定义一致.弯扭度的几

何意义是截面的主轴坐标系以速率 ∂ss̄沿中心线运

动时的 “角速度”.与 Kirchhoff弹性杆相似,有如下

的运动学方程 [9]

∂̃tω− ∂̃sΩ−ω×Ω = 0, (6)

∂sν =Ω×r′+ ∂̃tγ, (7)

式中波浪号表示相对主轴坐标系 (P-xyz) 求导,

ν = ∂tr, ω 和 Ω 的 Euler 角表达将使 (6) 式成为

恒等式. (2), (3), (6)和 (7)式组成弹性杆精确模型

的运动学方程.

值得指出的是,应变矢 γ和弯扭度 ω都是反映

中心线弯曲的特征量.

3 弹性杆截面的虚位移

对于变形后的弹性杆,截面随弧坐标绕形心转

动的同时还存在平移. 定义如下弹性杆截面的虚位

移 [8].

定义 (截面的虚位移) 约束所允许的、与弧

坐标 s和时间 t 变化无关的、假想的截面无限小位

移定义为弹性杆截面的虚位移,它可分解为随形心

的虚平移和相对形心的虚角位移,分别记为 δr 和
δΦ,它对应于如下的变分定义

δ s = 0, δ t = 0, δqα ̸= 0 (α = 1, · · · ,6) , (8)
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其中与虚位移 δ r和 δΦ对应的广义坐标变分依次
记为 δpqα , (α = 1,2,3)和 δrqα ,(α = 4,5,6).对仅为
广义坐标 qα , (α = 1,2,3)的函数的变分,有 δ = δp,
同理,对仅为广义坐标 qα , (α = 4,5,6)的函数的变
分,有 δ = δr.

定义微分和变分 δ , δp 服从交换关系

δp∂s( ) =∂sδp( ), (9a)

∂tδ ( ) =δ∂t( ) (9b)

和运算的普遍性.

由 (2) 和 (5) 式知, 截面的虚位移存在如下关
系:

δr =δpw, (10a)

δΦ=
6

∑
α=4

Ξαδqα , (10b)

并有

0 = e3 +
6

∑
α=4

∂w
∂qα

∂sqα , (11)

与 Kirchhoff 模型类似, 可以证明存在以下运
动学关系 [13]

∂s (δΦ) = δ̃ ω, (12a)

或

∂̃s (δΦ) = δ ω; (12b)

以及

∂t (δΦ) = δ̃ Ω, (13a)

或

∂̃t (δΦ) = δ Ω, (13b)

其中波浪号表示相对主轴坐标系求导或变分. 这些
关系也可以用 Euler角验证.

若弹性杆被限制在惯性空间 (O-ξ ηζ ) 中的固
定光滑曲面上,约束方程为

g#(ξc,ηc,ζc) = 0, (14)

在约束的基本假设下 [8,9,11,12], (14) 式可以化作对
截面位形的约束方程

g(qα ,s) = g#(ξ +bξ ,η +bη ,ζ +bζ ) = 0, (15)

式中 (ξ ,η ,ς)为截面的形心坐标, b(s,µ(s, t))为截
面与约束曲面接触点相对截面形心的矢径, bξ , bη ,
bζ 是其投影. (15)式的变分可化为

δg = n ·δr+(b×n) ·δΦ= 0. (16)

(16)式可简写为
6

∑
α=1

Aαδqα = 0, (17)

式中 Aα 为 (16)式中坐标变分前的系数. 方程 (16)

等价于理想约束条件

fC ·δ (r+b) = 0, (18)

其中 fC 为曲面对杆的分布约束力集度.

4 弹性杆精确模型动力学的微分变分
原理

考察原长为 ∆s的微段杆 (图 1),作用于其上的

内力主矢 F ,主矩M ,惯性力以及约束力的 “虚功

率”与Kirchhoff模型的区别仅在于 (2)式和 ∂ss̄ ̸= 1.

不计因变形产生的惯性力, 并利用理想约束条件,

可以得到如下的 “虚功率”表达式

δW =
(
∂sF −ρ∂ 2

t r+∂ss̄f
)
·δr

+
(
∂sM +∂sr×F

−∂t (J ·Ω)+∂ss̄m
)
·δΦ, (19)

式中 ρ 为弹性杆沿中心线的线密度, J 为截面

的惯量并矢, 在主轴坐标系下的坐标阵为 J =

diag
(

J1 J2 J3

)
, 其中 Ji = ρ Ii/A, A 为截面积, I1,

I2 为截面对主轴 x, y的惯性矩, I3 为截面对主轴 z

的极惯性矩,且有 I3 = I1 +I2; f(s, t)和m(s, t)为

沿中心线作用的连续分布力和分布力偶.

弹 性 杆 精 确 模 型 动 力 学 的 d’Alembert-

Lagrange 原理表述为: 受有理想双面约束的弹性

杆在任意时刻的真实运动不同于运动学上的可能

运动仅在于真实运动对于任意的虚位移,有

δW = 0. (20)

(19)和 (20)式也可以直接从矢量形式的动力学方

程导出.

设弹性杆服从线性本构关系,用主轴分量表示

为

Fi =Ki
(
γi − γ0

i
)
,

Mi =Bi
(
ωi −ω0

i
)

(i = 1,2,3), (21)

式中 γ0
i = γ0

i (s), ω0
i = ω0

i (s) 为原始应变和原始弯

扭度分量; K1, K2 和 B1, B2 分别为关于主轴 x, y的

抗剪刚度和抗弯刚度, K3, B3 为关于主轴 z的抗拉

压刚度和抗扭刚度.

044601-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 4 (2013) 044601

下面将用矢量表达的 “虚功率”(19) 式化作分

析力学形式.

根据 (8)—(13) 式和分析力学的经典推导, 对

(α = 1,2,3)可以导出如下关系:

∂sF · ∂w
∂qα

=∂s

(
∂Sp

∂q′α

)
− ∂Sp

∂qα
, (22a)

ρ∂ 2
t r ·

∂r
∂qa

=∂t

(
∂T p

∂ q̇α

)
− ∂T p

∂qα
, (22b)

式 中 撇 号 和 点 号 分 别 表 示 ∂s 和 ∂t , Sp =
1
2

3
∑

i=1
Ki
(
γi − γ0

i
)2, T p =

1
2

ρ ṙ2 为截面的平移弹性应

变能和平移动能.

对 (α = 4,5,6)有以下关系:

∂Ω
∂ q̇α

=
∂ω
∂q′α

,
∂̃Ω
∂ q̇α

=
∂̃ω
∂q′α

,
∂Ω
∂ q̇α

=
∂̃Ω
∂ q̇α

(23)

以及 [9]

∂̃t
∂Ω
∂ q̇α

− ∂̃Ω
∂qα

=
∂Ω
∂ q̇α

×Ω, (24a)

或

∂t
∂Ω
∂ q̇α

=
∂̃Ω
∂qα

. (24b)

可以导出

∂sM ·δΦ=
6

∑
i=4

[
∂s

∂Sr

∂q′a
− ∂Sr

∂qa

]
δqa, (25)

式中 Sr =
1
2

3
∑

i=1
Bi
(
ωi −ω0

i
)2
为截面弯扭应变能.

∂t (J ·Ω) ·δΦ=
6

∑
α=4

[
∂t

(
∂T r

∂ q̇α

)
− ∂T r

∂qα

]
δqα , (26)

式中 T r =
1
2

3
∑

i=1
JiΩ 2

i 为截面的转动动能.

(∂sr×F ) ·δΦ=−
6

∑
α=4

∂Sp

∂qα
δqα . (27)

(25)和 (26)式推导从略 [9]. (22)和 (27)式的推

导如下:

∂sF ·δr

=∂sF ·δpw =
3

∑
α=1

∂sF · ∂w
∂qα

δqα

=
3

∑
α=1

[
∂s

(
F · ∂w

∂qα

)
−F ·∂s

(
∂w
∂qα

)]
δqα

=
3

∑
α=1

[
∂s

(
F · ∂̃w′

∂q′α

)
−F · ∂̃w′

∂qα

]
δqα

=
3

∑
α=1

[
∂s

(
∂Sp

∂q′α

)
− ∂Sp

∂qα

]
δqα ,

ρ∂ 2
t r ·δr

=
3

∑
α=1

ρ∂tv ·
∂r

∂qα
δqα

=
3

∑
α=1

[
∂t

(
ρv · ∂r

∂qα

)
−ρv ·∂t

∂r
∂qα

]
δqα

=
3

∑
α=1

[
∂t

(
∂T p

∂ q̇α

)
− ∂T p

∂qα

]
δqα ,

及

(∂sr×F ) ·δΦ=(δΦ×∂sr) ·F

=
(

δr′− δ̃r′
)
·F

=−
6

∑
α=4

(
F · ∂̃γ

∂qα

)
δqα

=−
6

∑
α=4

∂Sp

∂qα
δqα ,

其中用到了关系

δr′− δ̃r′ =−
6

∑
α=4

∂̃r′

∂qα
δqα ,

∂̃r′

∂qα
=

∂̃γ
∂qα

.

于是, (20)式化作 Euler-Lagrange形式

δW =
3

∑
α=1

[
∂s

(
∂Λ p

∂q′α

)
+∂t

(
∂Λ p

∂ q̇α

)
− ∂Λ p

∂qα
+ fα

]
·δqα +

6

∑
α=4

[
∂s

(
∂Λ r

∂q′α

)
+∂t

(
∂Λ r

∂ q̇α

)
− ∂Λ r

∂qα
− ∂Sp

∂qα
+ fα

]
·δqα

=0, (28)

式中, Λ p = Sp −Tp, Λ r = Sr −T r, fα = s̄′f ·∂r/∂qα ,
(α = 1,2,3), fα = s̄′m ·Ξα , (α = 4,5,6). 注意到有
关系

∂Λ r

∂q′α
= 0,

∂Λ r

∂ q̇α
= 0,

∂Λ r

∂qα
= 0 (α = 1,2,3) ;

∂Λ p

∂q′α
= 0,

∂Λ p

∂ q̇α
= 0,

∂T p

∂qα
= 0 (α = 4,5,6) .

(28)式可写成

δW =
6

∑
α=1

[
∂s

(
∂Λ
∂q′α

)
+∂t

(
∂Λ
∂ q̇α

)
− ∂Λ

∂qα
+ fα

]
×δqα = 0, (29)

其中

Λ = Λ p +Λ r. (30)
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为弹性杆动力学的 Lagrange 函数. (29) 式可化作
Nielsen形式

δW =
6

∑
α=1

[
∂Λ ′

∂q′α
+

∂Λ̇
∂ q̇α

−3
∂Λ
∂qα

+ fα

]
·δqα

=0. (31)

特殊地,对于除端点外不受力作用的弹性杆平
衡时,动能为零,即 T p = T r = 0,由矢量形式的平衡
微分方程知截面主矢 F 为常矢量,不失一般性,设

F = F0eζ , (32)

此守恒量不能预先嵌入上面的弹性应变能函数 Sr

和 Sp,但可以证明存在标量函数 V ,使得

(∂sr×F ) ·δΦ= δV, (33)

其中

V =−F0cosϑ +F2
0

[
− 1

8K1

(
cos(2ϑ)

+2cos(2φ)sin2 ϑ
)

+
1

8K2

(
2cos(2φ)sin2 ϑ − cos(2ϑ)

)
+

1
4K3

cos(2ϑ)
]
. (34)

显然,当 Ki → ∞时, (34)式与 Kirchhoff模型一致 [1]

于是, (29)式化为

δW =
3

∑
α=1

[
d
ds

(
∂Sp

∂q′α

)
− ∂Sp

∂qα

]
·δ qα

+
6

∑
α=4

[
d
ds

(
∂U
∂q′α

)
− ∂U

∂qα

]
·δqα = 0, (35)

其中 U = Sr −V . (35)式是利用守恒量 (32)式的弹
性杆静力学的 d’Alembert-Lagrange原理.

5 弹性杆精确模型的动力学方程及其
平衡问题的首次积分

对于除端点外不受约束的自由弹性杆,广义坐
标变分均为独立, 由原理 (20), (29) 和 (31) 式分别
导出矢量形式的动力学方程

∂̃sF +ω×F −ρ∂ 2
t r+(γ3 +1)f = 0, (36a)

∂̃ sM +ω×M +∂sr×F

−∂ t (J ·Ω)+(γ3 +1)m= 0, (36b)

和 Lagrange方程

∂s

(
∂Λ
∂q′α

)
+∂t

(
∂Λ
∂ q̇α

)
− ∂Λ

∂qα
+ fα

=0 (α = 1, · · · ,6), (37)

以及 Nielsen方程
∂Λ ′

∂q′α
+

∂Λ̇
∂ q̇α

−3
∂Λ
∂qα

+ fα = 0

(α = 1, · · · ,6), (38)

(37)和 (38)式统一表达了弹性杆动力学的全部方
程. 对于受有形如 (14)式的曲面约束,导出带乘子
的 Lagrange方程

∂s

(
∂Λ
∂q′α

)
+∂t

(
∂Λ
∂ q̇α

)
− ∂Λ

∂qα

+λAα + fα = 0 (α = 1, · · · ,6). (39)

从原理 (35)式导出平衡微分方程

∂s

(
∂Sp

∂q′α

)
− ∂Sp

∂qα
= 0 (α = 1,2,3) , (40a)

∂s

(
∂U
∂q′α

)
− ∂U

∂qα
= 0 (α = 4,5,6) . (40b)

讨论 (40)式的首次积分:

1)若取 q1 = ξ , q2 = η , q3 = ζ ,则因 ∂Sp/∂qα =

0 (α = 1,2,3),从式 (40a)导出循环积分
∂Sp

∂q′α
=Cα (α = 1,2,3) , (41)

此积分的力学意义是主矢在惯性坐标轴的分量为

常量,这和平衡的矢量方程结果一致;

2)若取 Euler角为姿态坐标,与 Kirchhoff模型
相同的是, 仍有 ∂U/∂ψ = 0, 即进动角仍是循环坐
标,从式 (40b)导出循环积分

∂U
∂ψ ′ =Cψ ; (42)

3)因 Sp, U 都不显含 s,存在广义能量积分

Sp
2 −Sp

0 =Cp, (43a)

Sr +V =Cr, (43b)

其中 Sp
2, Sp

0 分别是函数 Sp 所含的二次和零次导数

项, Cp, Cr 为积分常数. (43)式表明沿杆长方向,截
面因杆变形导致的平移和转动的应变能密度是均

匀的.

6 弹性杆精确模型的 Hamilton原理和
Hamilton正则方程

将 (20)式乘 ds · dt 后再对 s和 t 积分, 化作积
分变分原理∫ t1

t0

∫ l

0

{(
F · δ̃γ+M · δ̃ω

)
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−
[

ρ
∂v
∂ t

·δv+ ∂
∂ t

(J ·Ω) · δ̃Ω
]

+∂ss̄(f ·δr+m ·δΦ)

}
dsdt = 0, (44)

其中用到了 d-δ 交换关系 (9)式和端点变分条件

δr|s=0 = δr|s=L = 0,

δΦ|s=0 = δΦ|s=L = 0, (45a)

δr|t=t0 = δr|t=t1 = 0,

δΦ|t=t0 = δΦ|t=t1 = 0. (45b)

当弹性杆服从线性本构关系 (21),且不计主动
分布力 f(s, t)和m(s, t)时, (44)式可进一步化作∫ t1

t0

∫ l

0
δΛdsdt = 0, (46)

其中 Λ 已由 (30)式定义. (46)式就是弹性杆精确模
型动力学的 Hamilton原理. 直接计算变分,从原理
(46)式可以导出方程 (37)和 (38).

定义正则变量 qα ,以及

psα =
∂Λ
∂q′α

, ptα =
∂Λ
∂ q̇α

(α = 1, · · · ,6)

从而解出

qii
a = qa (qa, psa) , q̇a = q̇a (qa, pta) (α = 1, · · · ,6)

定义弹性杆的 Hamilton函数

H (q, ps, pt)

=

[
6

∑
α=1

(
q′α

∂Λ
∂q′α

+ q̇α
∂Λ
∂ q̇α

)
−Λ

]
q′α=q′α (q,ps)
q̇α=q̇α (q,pt )

, (47)

直接计算偏导数, 并注意到 (37)式, 导出弹性杆的

Hamilton正则方程

∂sqα =
∂H

∂ psα
, ∂tqα =

∂H
∂ ptα

,

∂s psα +∂t ptα =− ∂H
∂qα

(α = 1, · · · ,6) , (48)

3× 6 个变量 qα , psα , ptα , (α = 1, · · · ,6), (48) 式共

有 3×6方程,方程组封闭. 正则方程 (48)显示了弹

性杆动力学的特殊性,其相空间是 3×6维.

7 结 论

基于位形空间上的虚位移定义建立的精确

Cosserat 弹性杆动力学的 d’Alembert-Lagrange 原

理,可以导出 Lagrange方程和 Nielsen方程. 建立的

Hamilton原理和 Hamilton正则方程保持了其经典

形式. 从而将存在不足的 Kirchhoff 弹性杆动力学

的分析力学方法推广到计及拉压和剪切变形情形,

使弹性杆的全部动力学方程都表达成分析力学的

形式,完成了分析力学方法对弹性杆动力学的移植.

双自变量特征也为分析力学的进一步研究提出了

新的问题.
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Abstract

Thin elastic rod mechanics with background of a kind of single molecule such as DNA and other engineering object has entered

into a new developing stage. In this paper the vector method of exact Cosserat elastic rod dynamics is transformed into the form

of analytical mechanics with the arc length and time as its independent variables, whose aims are to find new tools for studying rod

mechanics and to develop the area of applications of classical analytical mechanics. Based on the plane cross-section assumption, a

cross-section of the rod is taken as an object. Basic formulas on deformation and motion of the section are given. After defining virtual

displacement of a cross-section and its equivalent variation rule, a differential variational principle such as d’Alembert-Lagrange one

is established, from which dynamical equations of thin elastic rod are expressed as Lagrange equations or Nielsen equations under the

condition of linear elasticity of the rod. For the rod statics when there exist conserved quantities, Lagrange equation which makes use

of these quantities is derived and its first integral is discussed. Finally integral variational principle is derived from differential one,

and expressed as Hamilton principle under the condition of linear elasticity. Hamilton canonical equations in phase space with 3×6

dimensions are also derived. All of the results have formed the method of analytical mechanics of dynamics of an exact Cosserat elastic

rod, so that the further problems such as symmetry and conserved quantities, and numerical simulation of the rod dynamics may be

further studied.

Keywords: an exact Cosserat elastic rod, analytical dynamics, variational principle, Lagrange equation Hamilton
principle
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