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磁性 d波超导/铁磁/磁性 d波超导结中的

约瑟夫森效应*
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通过求解磁性 d波超导中的能隙和磁交换能的自洽方程,研究磁性 d波超导/铁磁/磁性 d波超导结中的约瑟夫

森电流. 计算结果表明: 1)临界电流随中间的铁磁层厚度呈现出两种不同周期的振荡混合,通过增强铁磁层中的磁

交换能 q0 和铁磁/磁性 d波超导界面处的势垒强度 z0,短周期分量可从长周期中分离出来,反之,通过降低 q0 和 z0,

长周期分量可从短周期中分离出来; 2)在两边磁性 d波超导的磁化方向取平行时,在取一些特定的铁磁层厚度下,

磁性 d波超导中的磁交换能可增强系统的临界电流.
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1 引 言

随着超导电子学的研究及应用的发展,超导/铁
磁/超导及其多层隧道结中的自旋极化准粒子输运
过程的研究已成为很热门的研究领域.这是因为这
类隧道结系统是一个最为基本的记忆存储器件单

元, 并具有良好的应用前景, 可以作为研究铁磁性
和超导电性相互作用与影响的良好载体,蕴含了丰
富的物理内容.该系统中一个有兴趣的现象是: 临
界电流随中间铁磁层厚度呈现周期性振荡衰减现

象 [1],这种振荡衰减行为起因于两块超导体通过中
间不同厚度的铁磁层达到 0态与 π态的耦合.由约
瑟夫森电流 IS = IC sinϕ 关系式, 这里 ϕ 为两超导
体间的宏观相位差, IC 是临界电流. 临界电流 IC 从

0态到 π态的转变,意味着 IC 从正值变成负值,这
一结果由于铁磁层中交换能而感应额外的相位差.
Ryazanov等 [2]通过测量 Nb/CuxNi1−x/Nb结中的直
流约瑟夫森电流随着温度的变化关系,发现中间稀
铁磁合金层 CuxNi1−x的厚度为某定值时,临界电流

将先随温度的增加而下降为零, 然后又上升, 于是

他们认为这个结发生了 0 态到 π 态的转变. 随后,

又有很多的理论和实验研究了各类超导/铁磁/超导

隧道结,发现临界电流会随中间铁磁层厚度的变化

呈现出周期性振荡衰减行为 [3−12].

另外,有关铁磁性与超导电性共存的研究目前

亦是一个很活跃的课题,主要有以下两种类型的铁

磁性与超导性共存受到人们关注: 一种是出现在铁

磁/超导结界面处,由邻近效应而引发的铁磁性与超

导性的共存态; 另一种是人们在大块 CeCoIn5
[13],

UGe2
[14], URhGe[15] 等磁性材料中观测到了超导电

性. 进一步的研究发现, CeCoIn5
[16−24] 具有单态的

d波超导特性,然而有关 UGe2, URhGe电子配对的

对称性问题目前还没有比较统一的说法. 本文依据

这些新型的磁性超导材料,通过建立磁性 d波超导

中自洽的能隙方程,研究磁性 d波超导/铁磁/磁性 d

波超导结中的约瑟夫森效应,讨论两边磁性超导、

铁磁体中的交换能、界面的势垒散射强度等在两

边磁性超导体的磁化方向处于平行和反平行时对
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约瑟夫森电流的影响.

2 磁性 d波超导的自洽能隙方程

对一有限质心动量为 q 的磁性 d波超导体,在
自洽场和平均场近似下,其哈密顿量可表为

H̄ =∑
k

[(
εk+q+h0

)
C+

k+q↑
Ck+q↑

+
(
εk−q−h0

)
C+

−k+q↓
C−k+q↓

]
−∑

k

[
∆k,qC

+
k+q↑

C+
−k+q↓

+∆ ∗
k,qC−k+q↓Ck+q↑

]
· · · , (1)

这里的 εk+q 是动量为 k+q且相对于费米能 EF的

单粒子动能, h0 是磁性超导体中的磁交换能, ∆kq

是配对势,满足自洽方程

∆kq =−∑
k′

Vkk′

⟨
C−k′+q↓Ck′+q↑

⟩
, (2)

Vkk′ 是传导电子间的吸引势:

Vkk′ =−2V0 cos [2(ϕk−ϕk′)] , (3)

其中, V0 表示传导电子间有效吸引势强度, ϕk 表示
动量为 k的准粒子传输方位角, ϕk = arctan(k̂x/k̂y).
通过 Bogoliubov变换

Ck+q↑ = u∗kαk+ vkβ †
k, (4a)

C−k+q↓ =−v∗kαk+ukβ †
k, (4b)

其中选择

uk
vk

=
εkq+

√
∆ 2
kq+ ε2

kq

∆kq
, (5)

εkq = h̄2k2/(2m)+q2/(2m)−EF, (6)

ξkq =
√

∆ 2
kq+ ε2

kq, (7)

得到对角化的哈密顿量为

H = ∑
k

(
Ekq↑α†

kαk+Ekq↓β †
kβk

)
, (8)

这里的

Ekqσ = ξkq+σ (h0 +Q) . (9)

当 σ =↑时,取正值; σ =↓时,取负值.

Q = (vFq)cos(ϕk−ϕq)/2, (10)

ϕq 是质心动量的极角. 则在质心动量为 q的磁性 d

波超导体的能隙方程和热力学势分别为 [25]

1 =
N (0)V0

2π

∫ 2π

0
dϕk

∫ εc

0
dεk

cos2 (2ϕk)
ξkq

×
{

tanh
[

ξkq+h0 +Q
2kBT

]
+ tanh

[
ξkq−h0 −Q

2kBT

]}
· · · , (11)

Ωs (T,h0,q)

=− 1
4

N(0)∆ 2
kq

(
1+2ln

∆0

∆kq

)
− N(0)kBT

π

∫ 2π

0
dϕk

∫ εc

0
dεk

× ln
[(

1+ e−(ξkq+h0+Q)/kBT
)

×
(

1+ e−(ξkq−h0−Q)/kBT
)]

· · · , (12)

这里的 εc 是德拜能量. 计算表明 ϕq = 0或 π/4时,

系统有最低的热力学势 [26]. 下面将利用这些条件

及 (11)和 (12)式来研究磁性 d波超导/铁磁/磁性 d

波超导结中的约瑟夫森效应.

3 磁性 d波超导/铁磁/磁性 d波超导结
中的约瑟夫森电流计算

考虑如图 1所示的结构,在 x = 0和 x = L的左

右两侧分别是宏观相位为 ϕL 和 ϕR 的两块半无限

大磁性 d波超导体,中间所夹铁磁层厚度为 L,两界

面的势垒散射强度可模拟为 δ函数势

U =U0 [δ(x)+δ(x−L)] , (13)

U0 表示势垒散射强度. 假设有一电子以入射角 θ
入射到以上的隧道结中, 结果如图 1 所示: 实线

代表电子型准粒子, 虚线代表空穴型准粒子, 其中

aσ 是 Andreev 反射系数 [27], bσ 是正常反射系数,

cσ 是穿透电子型准粒子, dσ 是穿透空穴型准粒子.

这些系数可通过求解 Bogoliubov-de Gennes (BdG)

方程 [28]得到. 若不考虑自旋反转,自旋所依赖的四

分量的 BdG方程可分解成两个独立的二分量方程,

它们分别描述 Cooper 对中的电子型与空穴型准

粒子不一样的自旋取向,形式为 (u↑,v↓)和 (u↓,v↑),

BdG方程可表示为 H(r)−ησ h0 ∆(T,h0)

∆ ∗(T,h0) −H∗(r)+ησ h0


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×

 uσ (x,θ)

vσ (x,θ)

= E

 uσ (x,θ)

vσ (x,θ)

 , (14)

其中H(r) =−h̄2∇2
r/2m+U −EF, σ =↑时, ησ = 1,

σ =↓, ησ = −1. 通过求解 (14)式可得准粒子的空

间波函数.

图 1 磁性 d波超导/铁磁/磁性 d波超导隧道结准粒子传播示

意图

当 x < 0时,

ψL (x) =

 uL
+ e iϕL

+

νL
+

 e ikLe
+ xcosθ

+aσ̄

 νL
+ eiϕL

+

uL
+

 e i k̄
Lh
− xcosθA

+bσ

 uL
− e iϕL

−

νL
−

 e−i k̄Le
− xcosθ , (15)

当 0 < x < L时,

ψF(x)

=

 1

0

 [eσ e iqexcosθe + fσ e−iqexcosθe ]

+

 0

1

 [gσ e iqhxcosθh +hσ e−iqhxcosθh ], (16)

当 L < x时,

ψR (x) =cσ

 uR
+ e iϕR

+

νR
+

 e ikRe
+ xcosθ

+dσ̄

 νR
− e iϕR

−

uR
−

 e−ik
Rh
− xcosθ . (17)

以上各式中的超导相干因子为

(uL
±)

2 =
1
2

{
1+

√
1−

∣∣∆ L
±
∣∣2/(E +ησ h0)2

}
, (18a)

(uR
±)

2 =
1
2

{
1+

√
1−

∣∣∆ R
±
∣∣2/(E +ησ h0)2

}
, (18b)

(vL
±)

2 =
1
2

{
1−

√
1−

∣∣∆ L
±
∣∣2/(E +ησ h0)2

}
, (18c)

(vR
±)

2 =
1
2

{
1−

√
1−

∣∣∆ R
±
∣∣2/(E +ησ h0)2

}
, (18d)

其中左右两边超导的能隙

∆ L
± = ∆(T,h0)cos(2θ ∓2α)e iϕL , (19a)

∆ R
± = ∆(T,h0)cos(2θ ∓2β )e iϕR , (19b)

α , β 分别表示左右两边超导的晶轴方向与 x方向
的夹角,

ϕ L
± = ϕL +φL

±, (20a)

ϕ R
± = ϕR +φR

±, (20b)

φL
± = cos−1 (cos(2θ ∓2α)/|cos(2θ ∓2α)|) , (20c)

φR
± = cos−1 (cos(2θ ∓2β )/|cos(2θ ∓2β )|) . (20d)

另外, (15)—(17)式中的各波矢值分别为

qe =
√

2m(EF +E +ησ q0)/h̄, (21a)

qh =
√

2m(EF −E −ησ q0)/h̄, (21b)

这里的 q0是中间铁磁层中的磁交换能.磁性 d波超
导体中电子型准粒子和空穴型准粒子的波数为

ke
+ =

√
2m
h̄2

[
EF +

√
(E +ησ h0)

2 −|∆+ (T,h0)|2
]
,

(22a)

k̄e
− =

√
2m
h̄2

[
EF +

√
(E +ησ h0)

2 −|∆− (T,h0)|2
]
,

(22b)

kh
− =

√
2m
h̄2

[
EF −

√
(E −ησ̄ h0)

2 −|∆− (T,h0)|2
]
,

(22c)

k̄h
+ =

√
2m
h̄2

[
EF −

√
(E −ησ̄ h0)

2 −|∆+ (T,h0)|2
]
.

(22d)

利用边界条件

ψL(0) = ψF(0), (23a)

dψF

dx

∣∣∣∣
x=0

=
dψL

dx

∣∣∣∣
x=0

+2mU0ψL(0)/h̄2, (23b)
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ψF(L) = ψR(L), (23c)

dψR

dx

∣∣∣∣
x=L

=
dψF

dx

∣∣∣∣
x=L

+2mUψF(L)/h̄2, (23d)

解得 Andreev系数为

aσ (E,θ ,ϕ) =−B/C, (24a)

B =D1D2uL
+vL

−vR
+vR

− e i(ϕL
++ϕR

−)

+D3D4uL
+vL

−uR
+uR

− e i(ϕL
++ϕR

+)

+D5D6uL
−vL

+vR
+vR

− e i(ϕL
−+ϕR

−)

+D7D8uL
−vL

+uR
+uR

− e i(ϕL
−+ϕR

+)

−16r1r2

[
uL
+uL

−uR
−vR

+ e−iϕ e i(ϕL
−+ϕL

+)

+ vL
+vL

−uR
+vR

− e iϕ e i(ϕR
−+ϕR

+)
]
, (24b)

C =D1D2vL
+vL

−vR
+vR

− e i(ϕL
++ϕR

−)

+D3D4vL
+vL

−uR
+uR

− e i(ϕL
++ϕR

+)

+D5D6uL
+uL

−vR
+vR

− e i(ϕL
−+ϕR

−)

+D7D8uL
+uL

−uR
+uR

− e i(ϕL
−+ϕR

+)

−16r1r2

[
uL
−vL

+uR
−vR

+ e−iϕ e i(ϕL
−+ϕL

+)

+uL
+vL

−uR
+vR

− e iϕ e i(ϕR
−+ϕR

+)
]
, (24c)

式中的参数分别为

D1 =(iz+ r1 −1)2 e−iqeLcosθe

− (iz− r1 −1)2 e iqeLcosθe , (25a)

D2 =(iz− r2 +1)2 e iqhLcosθh

− (iz+ r2 +1)2 e−iqhLcosθh , (25b)

D3 =(iz+ r1 +1)(iz+ r1 −1)e−iqeLcosθe

− (iz− r1 +1)(iz− r1 −1)e iqeLcosθe

=D5, (25c)

D4 =(iz+ r2 −1)(iz+ r2 +1)e−iqhLcosθh

− (iz− r2 +1)(iz− r2 −1)e iqhLcosθh

=D6, (25d)

D7 =(iz+ r1 +1)2 e−iqeLcosθe

− (iz− r1 +1)2 e iqeLcosθe , (25e)

D8 =(iz− r2 −1)2 e iqhLcosθh

− (iz+ r2 −1)2 e−iqhLcosθh . (25f)

在以上的推导中已做近似: θ ≈ θA, ke
L(R)±

≈
kh

L(R)±
≈ kF, 式中的 r1 = qe cosθe/kF cosθ , r2 =

qh cosθh/kF cosθ , z = z0/cosθ , z0 = mU0/(h̄2kF), z是
表征界面势垒散射强度的无量纲实数, kF 表示费米

波矢, ϕ = ϕR −ϕL 表示两块超导体之间的宏观相位

差.
利用求得的 Andreev 系数, 根据 Furusaki 和

Tsukada[29]的理论方法得到直流约瑟夫森电流公式

为

Id =
e∆LkBT

2h̄
Re∑

wn
∑

σ=↑,↓

∫ π/2

−π/2

1
Ωnσ

[
aσ (iwn,ϕ ,θ)

−aσ (iwn,−ϕ ,π−θ)
]

cosθ dθ , (26)

式中 aσ 是将 (24) 式中能量做 E → iωn 的变

换而得到, ωn = (2n + 1)πkBT 是松原频率, n =

0,±1,±2, · · · , Ωn↑(↓) =
√
(ωn ∓ ih0)

2 +∆ 2 (T,h0). 利
用 (26)式可以数值计算在不同的参数下隧道结中
的约瑟夫森电流.

图 2 两端铁磁超导体中的磁化方向平行时,在取不同的铁磁

体交换能下,约瑟夫森临界电流 ISP 随着中间铁磁层的厚度变

化, α = β = π/4, z0 = 1, T/TC = 0.2, h0/∆00 = 0.2,此处 ∆00 表

示超导能隙的幅值

从图 2可以看出,在铁磁层交换能取不同的值
时, 约瑟夫森电流随着中间铁磁层厚度的变化关
系.在以上计算中,取 q 的方向平行于 x的方向.计
算发现约瑟夫森电流 ISP 随着铁磁层厚度的增加

表现出振荡衰减的行为,其振荡周期均等于 2πξF,
其中 ξF(ξF = h̄vF/2q0, vF 为费米速度)表示铁磁层
的相干长度.可以看出若铁磁层的交换能 q0 越大,
那么相干长度就越短, 振荡周期也就会越短. 在超
导体/绝缘层/超导体结中, 约瑟夫森电流和相位的
关系满足 IS = IC sinϕ (ϕ 为两边超导层的宏观相位
差). 在超导体/铁磁层/超导体结中, 中间铁磁层中
存在铁磁交换能 q0, 并且相关的电子与空穴的自
旋相反,其有限的质心动量为 Q = 1/ξF, 这就导致
铁磁层中出现了空间不均匀的超导序参量,与铁磁
超导体里的铁磁超导共存态 (FFLO 态)[30,31] 有着

相似关系. 但在铁磁层中不存在对势, 经过计算观
察到铁磁层中的电子及空穴波函数发生的干涉效
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应会产生 exp(ix/ξF)这样的振荡因子,在电子对从

一边超导体经过铁磁层传输进另一边的超导体时,

exp(ix/ξF)振荡因子会产生相位差 ϕ ′ = L/ξF,所以

临界电流可近似为 IC(ϕ ′) = IC cosϕ ′,直流约瑟夫森

电流随着 cosϕ ′ 周期性地发生正负变化,正值对应

系统的 0态, 负值对应于 π态, 即系统在 0态与 π

态之间周期性相互转换. 从图 2 还可以看出, 约瑟

夫森电流的曲线还包含了一些振幅较小的快振荡,

这是由于中间铁磁层中的入射准粒子和反射准粒

子发生了相干效应.

图 3 两端铁磁超导体中的磁化方向平行时,在不同的磁性 d

波超导体交换能下,约瑟夫森临界电流 ISP 随着中间铁磁层的

厚度变化, α = β = π/4, z0 = 1, T/TC = 0.2, q0/EF = 0.3

图 4 两端铁磁超导体中的磁化方向平行时, 在不同的界面

势垒强度下约瑟夫森临界电流 ISP 随中间铁磁层的厚度变化,

α = β = π/4, T/TC = 0.2, q0/EF = 0.3, h0/∆00 = 0.2

从图 3可以看出,在 L = 0处,约瑟夫森临界电

流 ISP随着 h0的变大而变小,而当 L ̸= 0时,临界电

流随着 h0 的变大有可能变大也有可能变小, 这依

赖于中间铁磁层的厚度,即对于取一些特定的中间

铁磁层厚度,临界电流会随磁性超导体中的交换能

增大而变大. 另外, 对于两侧铁磁超导体中的磁化

方向平行耦合下,随 h0 变大其振荡峰向左滑移. 在

图 4中,随着 z0 的增大,一方面它的振荡幅值在变

小; 另一方面, 随着 z0 变大, 长周期分量逐渐被抑

制,但短周期分量逐渐增强. 这是因为随着 z0 的增

强, Andreev反射减弱了,正常反射增强了. 还可以

看出,取比较大的 z0 值时,长周期振荡分量逐渐消

失,说明入射电子与 Andreev反射空穴的量子干涉

效应可忽略不计.通过比较图 3和图 4可得出一个

结论:增强 q0 和 z0 值可以抑制 Andreev反射,并可

以把约瑟夫森临界电流中的短周期分量分离出长

周期分量; 反之,降低 q0 和 z0 值时,长周期分量又

可以从短周期分量中分离出来. 该结果清晰地表明

了约瑟夫森临界电流中的长、短周期振荡分量分

别来自于入射电子和界面上的 Andreev 反射与正

常粒子的量子干涉效应.

图 5 两端铁磁超导体中的磁化方向反平行时,在取不同的铁

磁体中的交换能下约瑟夫森临界电流 ISAP 随着中间铁磁层厚

度变化,参数取值同图 2

图 6 两端铁磁超导体中的磁化方向反平行时,取不同的磁性

d波超导体中的交换能时约瑟夫森临界电流 ISAP 随中间铁磁

层厚度变化,参数取值同图 3

图 7 两端铁磁超导体中的磁化方向反平行时,在取不同的界

面势垒强度时约瑟夫森临界电流 ISAP 随中间铁磁层的厚度变

化,参数取值同图 4

图 5,图 6和图 7表示在两边的铁磁超导体磁

化方向反平行时,约瑟夫森临界电流 ISAP 随着不同
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的铁磁交换能、磁性超导体中的交换能及界面势

垒强度的变化曲线.与平行条件下的结果进行比较,
发现在两侧磁性超导磁化方向反平行下,对于取任
意的铁磁层厚度,临界电流的数值随磁性超导体中
的磁交换能的增大而变小,也不存在临界电流随着
磁性超导体中的交换能变化出现滑移现象.

4 结 论

本文通过求解磁性 d 波超导中的能隙和磁交
换能的自洽方程, 研究磁性 d 波超导/铁磁/磁性 d
波超导双隧道结中的约瑟夫森电流,并讨论铁磁层
中的磁交换能、磁性 d 波超导中的磁交换能、界
面散射效应以及量子干涉效应对临界电流的影响.

研究表明, 临界电流随着中间铁磁层厚度的变化
而做周期性振荡,并且存在两种不同周期的振荡相
混合,该振荡行为起源于准粒子处于中间铁磁层里
的量子干涉效应,且长周期与短周期振荡分别源于
入射电子和在铁磁/超导界面上的 Andreev反射空
穴与正常反射中电子的量子干涉效应; 同时, 增加
铁磁层中的交换能 q0 和界面散射强度 z0 可抑制

Andreev反射, 所以通过增加 q0 和 z0, 短周期分量
可以从长周期中分离出来; 反之,通过取 z0 = 0和
减少 q0 值, 长周期分量可以从短周期分量中分离
出来;另外,发现磁性超导中的磁交换能,在取两磁
性超导体的磁化方向平行下, 取特定铁磁层厚度,
可增加临界电流; 而在反平行下, 对于取任何铁磁
层厚度都会抑制临界电流.
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Abstract

By solving a self-consistent equation for the ferromagnetic d-wave superconducting gap and the exchange energy, we study the

Josephson current in the ferromagnetic d-wave superconductor /ferromagnet/ ferromagnetic d-wave superconductor junctions. In the

Josephson critical current, there are two oscillation components with different periods. It is found that the short-period component

can be separated from the long-period one by increasing the exchange energy in ferromagnet and the barrier strength at the ferromag-

net/ferromagnetic d-wave superconductor interface, and vice versa. Under a certain thickness for the ferromagnet, exchange energy

for the ferromagnetic d-wave superconductor may increase the critical current in the case of a parallel alignment of the magnetization

in the ferromagnetic d-wave superconductor.
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