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梯度计算的集合变分方案及其在大气 Ekman层湍流

系数反演中的应用*
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大气 Ekman层湍流系数的准确计算对数值天气预报和污染物扩散计算有着重要的意义.将集合计算和变分法

结合起来,提出了目标泛函梯度计算的集合变分方案,并根据正演模式的线性化情况提出了两种计算流程. 利用这

种集合变分梯度算法及两种流程对 Ekman层湍流系数进行了反演试验,结果表明这种算法实施简单、方便,根据观

测资料能够比较准确地反演湍流系数值.
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1 引 言

由于人类活动主要位于大气边界层中,而且边
界层中湍流输运作用对地 -气物质能量循环起着至
关重要的作用,因此各种时空尺度的大气模式和污
染物扩散模式都必须要对大气边界层问题进行足

够精确的刻画. 大气湍流问题是一个远未解决的自
然科学难题,所以大气边界层数值模拟和业务数值
预报模式以及许多研究工作对于湍流摩擦这一物

理过程均采用了经验参数化的方法,即根据大量试
验给出大气湍流系数的某种经验形式 [1−3]. 事实上,
湍流系数是一个很难确定的物理参数,它与大气的
动力、热力结构密切相关.因此给出大气湍流系数
合理的计算方法无论对于发展理论研究还是改进

业务数值天气预报、污染物扩散计算都是非常迫

切和重要的.

实际上, 完全可以把确定边界层湍流系数的
方法视为一个反问题, 即在知道部分风场观测资
料的前提下, 根据一定的边界层模型来反演湍流

系数. 反演方法与技术在目标识别、探地雷达、
地球物理遥感、医学成像、无损检测等许多领域

得到了不同程度的应用, 且其研究与开发的前景
广阔 [4−15].
本文基于牛顿迭代优化反演方法,将集合计算

和变分法结合起来,提出了一种目标函数梯度计算
的集合变分方案, 实施起来简单、方便, 并根据正
演模式的线性化情况提出了两种计算流程. 这种梯
度计算方案也可应用于最速下降法、共轭梯度法、

变尺度法、组合法等反演方法. 在理论推导工作的
基础上,本文利用模拟观测资料对大气边界 Ekman
层的湍流系数进行了反演试验,并对反演结果进行
了讨论分析.为实际应用观测资料反演 Ekman层湍
流系数提供了理论基础与技术保证.

2 梯度计算的集合变分方案

根据观测资料和物理约束来反演未知参数. 首
先根据最小二乘原理,建立将未知参数作为控制变
量的目标泛函,然后计算目标泛函对于控制变量的
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梯度,采用优化迭代,使目标泛函达到极小值.

2.1 目标泛函

状态空间表示为 S ∈ RNs ,其中 Ns 表示状态维

数, x ∈ S为状态向量. 设正演模式为

y = M (x) , (1)

其中 y 是模式输出值; x为模式输入值,除已知值
外, 在此特指控制变量或待反演参数; M 为物理模

式. 对于 (1)式, 普遍讲, 由 x求 y 就是正演; 而由
y求 x即是反演. 利用 y的观测资料 yobs对未知参

量 x进行反演,目标泛函取为

J (x) =
1
2

(
yobs−M (x)

)T(
yobs−M (x)

)
, (2)

其中上标 T表示矩阵转置.当泛函 J 的值越小, 表
明采用反演值计算的模式输出值与观测值的一致

程度越高; 同时说明反演得到的参数越准确. 反演
的最终目的是在反演参数满足物理模式 (1)式的条
件下,使目标泛函 (2)式达到极小值.为了使用物理
反演算法, 采用优化迭代得到反演参数, 需要计算
目标泛函对于控制变量的梯度.

2.2 梯度的集合变分计算

为了采用集合变分方案计算目标函数对于

控制变量的梯度, 这里有一系列的未知参数状态
向量

{
x0

i ; (i = 1, · · · ,NE)
}
用来集合预报, 其中 NE

为集合数. 初始未知参数猜值的状态向量表示
为 x0,假设初始猜值的误差

{
∆x0

i ; (i = 1, · · · ,NE)
}

满足高斯分布 [16], NE 个未知参数状态向量为(
x0

1, x
0
2, · · · , x0

NE

)
,其中

x0
i = x0 +∆x0

i (i = 1,2, · · · ,NE). (3)

将 NE +1个未知参数状态向量代入正演模式 M 进
行集合计算,可以得到 NE + 1个模式输出向量,表
示为 (

M (x) ,M
(
x0

1
)
, M

(
x0

2
)
, · · · , M

(
x0

NE

))
. (4)

未知参数的反演值 x可以写成初始猜值 x0 和订正

值之和,订正值属于子空间 A [17],

A = span
{

∆x0
1, ∆x0

2, · · · , ∆x0
NE

}
; A⊆ S. (5)

x−x0 ∈ A可以表示为线性组合

x−x0 =w1∆x0
1 +w2∆x0

2 + · · ·+wNE ∆x0
NE

=X ′w, (6)

其 中 X ′ =
(

∆x0
1, ∆x0

2, · · · , ∆x0
NE

)
, w =

(w1, w2, · · · , wNE )
T. 将 (6) 式代入 (2) 式可以得

到控制变量为 w的目标泛函

J (w) =
1
2

(
yobs−M

(
x0 +X ′w

))T

×
(
yobs−M

(
x0 +X ′w

))
. (7)

定义新息 (innovation)

d= yobs−M
(
x0) , (8)

则

yobs−M
(
x0 +X ′w

)
=d−

(
M
(
x0 +X ′w

)
−M

(
x0)) . (9)

在 M可微的情况下,

M
(
x0 +X ′w

)
−M

(
x0)≈MX ′w, (10)

其中M 是正演模式 M 的切线性算子. 将 (9), (10)
式代入 (7)式可以得

J (w) =
1
2
(
d−MX ′w

)T (
d−MX ′w

)
, (11)

可以求得目标泛函 (11)式对控制变量 w的梯度

∇wJ =X ′
T
MT (MX ′w−d

)
. (12)

但在 (12)式中必须要用到正演模式 M 的切线性算
子M 及其伴随模式MT,为了避免使用伴随模式,
(12)式变为

∇wJ =
(
MX ′

)T (
MX ′w−d

)
, (13)

采用集合预报结果,可以采用近似计算方法:

MX ′ ≈
(
M
(
x0

1
)
−M

(
x0) ,M (

x0
2
)
−M

(
x0) , · · · ,

M
(
x0

NE

)
−M

(
x0)), (14)

这样就避免了使用切线性算子M 及其伴随模式

MT, 从而求得 ∇wJ. 采用优化迭代算法, 得到
J (w) 达到极小时的 w 代入 (6) 式, 便可得到未知
参数的反演值.

3 反演算法迭代格式

在求出目标泛函对于控制变量 w 的梯度之

后,本文选择有限内存拟牛顿优化算法 (L-BFGS方
法)[18,19],对控制变量 w进行迭代,步骤如下:
选择初始未知参数猜值 x0 = x0⇔w0 = 0,定

义 d0 =−(∇J)0 =−∇wJ (w0); 0← k;
1)计算 (∇J)k+1 =∇wJ (wk+1);
2)令 sk =wk+1−wk, qk = (∇J)k+1− (∇J)k;
3)令 ρk = 1/qT

k sk, vk =
(
I−ρkqks

T
k

)
;
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4)计算

Hk+1 =vT
k v

T
k−1 · · ·vT

0v0 · · ·vk−1vk

+vT
k v

T
k−1 · · ·vT

1 ρ0s0s
T
0v1 · · ·vk−1vk + · · ·

+vT
k ρk−1sk−1s

T
k−1vk +ρksks

T
k ;

5)令 dk+1 =−Hk+1 (∇J)k+1;

6) 更新 wk+1 = wk +αkdk, 湍流系数 xk+1 =

x0 +X ′wk+1,其中实数 αk 使得 J (xk+1)最小;

返回第 1)步,直到迭代收敛为止.

4 两种计算流程

由 (10) 式可以看出, 在 M 为线性或非线性非

常弱的情况下, MX ′ 在迭代计算过程中变化很小.
为了节省计算量, 减少集合计算的次数 (只需进行
一次集合运算),计算流程 1如图 1所示.
对于 M 非线性较强的情况, MX ′ 在迭代计算

过程中与 x值的变化密切相关, MX ′ 的变化会对

反演结果产生较大的影响.为了能准确计算随 x变

化的MX ′值,计算流程 2如图 2所示.

图 1 计算流程 1

图 2 计算流程 2
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通过对比分析两计算流程可以发现,流程 2每
次求取梯度都需要进行一次集合计算, 这无疑使
计算量增加了很多. 流程 2计算量虽然增加了, 但
在 M 非线性较强的情况下, 可以较为精确地计算
MX ′值.

5 计算实例

5.1 正演模式

湍流系数 k随时间不变,大气边界层定常状态
下的运动方程组为 [1]

∂
∂ z

(
k

∂u
∂ z

)
+ f

(
v− vg

)
= 0,

∂
∂ z

(
k

∂v
∂ z

)
− f

(
u−ug

)
= 0,

(15)

边界条件为 (u,v)|z=0 = (0,0); (u,v)|z=H = (uH
g ,v

H
g ),

其中 k 为湍流系数, u, v为水平风场纬向、经向分

量, ug, vg 为地转风纬向、经向分量, f 为科氏参数,
uH

g , vH
g 为边界层顶地转风纬向、经向分量, H 为边

界层顶高度.在 (15)式中, 由湍流系数 k 计算风场

u, v是正演,而根据风场求 k就是反演.
在已知探空观测风场资料 uobs, vobs 的条件下,

可以对湍流系数 k进行反演. 地转风场 ug, vg 可以

由水平气压分布计算得到,因此在这地转风作为已
知参数. 为此,取目标泛函为

J (k) =
1
2

∫ H

0

[(
uobs−u

)2
+
(

vobs− v
)2

]
dz. (16)

为了进行数值计算,首先对方程 (15)进行差分离散,
在垂直方向将边界层平均分为 n+ 1层, 即地面为
第 0高度,边界层顶为第 n+1高度,边界条件给在
这两个高度上,显然每层高度为 h = H/(n+1). 将
湍流系数 k写在半格点上,其余量都写在整格点上,
即 ki = k [(i−0.5)h], u(i) = u(ih), 其余量以此类推,
这样

∂
∂ z

(
k

∂u
∂ z

)
i
=

1
h

(
ki+1

ui+1−ui

h
− ki

ui−ui−1

h

)
=

1
h2 [kiui−1− (ki + ki+1)ui + kiui+1] ,

∂
∂ z

(
k

∂v
∂ z

)
i
=

1
h

(
ki+1

vi+1− vi

h
− ki

vi− vi−1

h

)
=

1
h2 [kivi−1− (ki + ki+1)vi + kivi+1] .

(17)

如此代入整理得方程 (15)的离散格式.

当 i = 2, · · · ,n−1时,

kiui−1− (ki + ki+1)ui + ki+1ui+1 +h2 f vi

=h2 f vgi,

−h2 f ui + kivi−1− (ki + ki+1)vi + ki+1vi+1

=−h2 f ugi. (18)

i = 1,n时,

− (k1 + k2)u1 + k2u2 +h2 f v1

=h2 f vg1− k1u0,

−h2 f u1− (k1 + k2)v1 + k2v2

=−h2 f ug1− k1v0,

knun−1− (kn + kn+1)un +h2 f vn

=h2 f vgn− kn+1uT,

−h2 f un + knvn−1− (kn + kn+1)vn

=−h2 f ugn− kn+1vT. (19)

其中 uT = uH
g , vT = vH

g ,为边界层顶地转风纬向、经

向分量. 记 βi =−(ki + ki+1), n×n阶矩阵

A1 =



β1 k2

k2 β2 k3

. . . . . . . . .

ki βi ki+1

. . . . . . . . .

kn−1 βn−1 kn

kn βn


,

A2 =



h2 f
. . .

h2 f
. . .

h2 f


,

A3 =



−h2 f
. . .

−h2 f
. . .

−h2 f


,
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A4 =



β1 k2

k2 β2 k3

. . . . . . . . .

ki βi ki+1

. . . . . . . . .

kn−1 βn−1 kn

kn βn


.

记 2n× 2n 阶矩阵 A =

A1 A2

A3 A4

, 长度 2n 的列向

量

U =(u1, · · · ,un,v1, · · · ,vn)
T ,

B =
(
h2 f vg1− k1u0,h2 f vg2, · · · ,h2 f vgn−1,

h2 f vgn− kn+1uT,−h2 f ug1− k1v0,−h2 f ug2, · · · ,

−h2 f ugn−1,−h2 f ugn− kn+1vT
)T
,

则原正演模式 (15)式的离散方程写成矩阵形式

AU =B. (20)

这样在给出风速上下边界值和各系数廓线时,原正

问题归结为解此 2n阶线性方程组.

目标泛函 (16)式是一个垂直方向的定积分,采

用梯形公式得

J =
h
2

n−1

∑
i=1

(Ji + Ji+1), (21)

其中

Ji =
1
2

[
(ui−uobs

i )2 +(vi− vobs
i )2

]
(i = 1,2, · · · ,n).

5.2 试验设计

设边界层上界高度 H = 2000 m,取北纬 40◦ 的

科氏参数 f = 0.0000937442 s−1,在垂直方向将边界

层平均分为 80层. 为了对上面的算法进行检验,类

似于有关文献选取湍流系数模拟真值 (后面都称其

为真值)为如下表达式 [20]:

kt(z) =


2×10−8z3−1.23×10−4z2 +0.0685z+4

(z < 500 m)

2500
z−250

(z > 500 m)

,

(22)

kt(z) 的单位为 m2·s−1, 上标 t 表示真值. 地转风随
高度线性变化如下:

ug(z) = 4+
z

2000
(10−4),

vg(z) = 1.5+
z

2000
(6−1.5),

(23)

单位为 m·s−1. 在这些条件下,把正问题求解 Ekman
方程 (20)式得到的 u, v作为风场模拟观测值.根据
u, v风场模拟观测资料,做理想数值试验. 将湍流系
数作为未知参量进行反演, 与湍流系数真值 (即模
拟真值)进行对比, 来检验上述方法的可行性及效
果.
为了检验初猜值扰动大小及两种计算流程对

反演结果的影响,按初猜值扰动大小设计了两组试
验: 第一组中湍流系数初始猜值扰动较小, 初猜值
为 k (z) = kt (z)+ 0.1kt (z), 集合预报扰动均方差取
为 0.01 m2 · s−1, 集合数为 100; 第二组初始猜值扰
动较大, 初始猜值为 k (z) = 8 m2 · s−1, 集合预报扰
动均方差取为 0.1 m2 · s−1,集合数同样设为 100. 同
时,在这两组试验中分别对两种试验流程进行了试
验检验.

5.3 试验结果

图 3 给出了第一组数值试验中湍流系数的真
值、初猜值和反演值的结果,其中图 3(a)为流程 1
的结果,图 3(b)为流程 2的结果.在这组试验中,初
始猜值扰动较小, 只是真值的十分之一, 即初猜值
为 k (z) = kt (z)+0.1kt(z). 从图 3中可以发现,流程
2反演结果的精度明显要高于流程 1的结果.对于
流程 1,湍流系数反演结果在 800 m以下精度相对
较高, 800—2000 m的反演值与真实值相比明显存
在一定幅度的振荡现象. 而对于流程 2, 可以发现,
整个高度上的反演结果都比较接近于真值.
为了更清楚地反映数值试验结果,图 4给出了

第一组试验中两个流程的反演值与真值之差. 从图
4中可以发现,在整个高度上流程 2的反演精度要
明显高于流程 1,结论和图 3相同.
图 5 给出了第二组数值试验中湍流系数的真

值、初猜值和反演值的结果,其中图 5(a)为流程 1
的结果,图 5(b)为流程 2的结果.在这组试验中,初
始猜值扰动较大,即初猜值为 k (z) = 8 m2 · s−1. 从
图 5中可以发现,流程 2反演结果的精度明显要高
于流程 1的结果,这和第一组试验得到的结论相同.
在这组试验中,对于流程 1,湍流系数反演结果与真
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实值相比在整个高度上都明显存在一定的震荡;对
于流程 2,反演值除了在湍流系数随高度变化拐角
处存在一定误差外,其他高度上的反演结果都比较
接近于真值,反演精度比较高.

图 3 第一组试验中湍流系数的真值、初猜值和反演值

(a)流程 1; (b)流程 2

图 4 第一组试验中反演值与真值之差

图 6 给出了第二组试验中两个流程的反演值
与真值之差,可以发现,在整个高度上,流程 2的反
演结果精度要明显高于流程 1, 得到的结论与图 5
相同.
另外,将图 3、图 4与图 5、图 6相比较,可以

发现, 除了不同的计算流程对反演结果精度有较
大影响外, 湍流系数初始值的扰动大小对最后的
反演结果也有较大的影响.表 1给出了采用集合变

分方法反演 Ekman层湍流系数两组试验中不同计
算流程的机器用时 (Inter(R) Core(TM) 2 Duo CPU
T5550, 1.83 GHz, 1.00 GB的内存)及反演误差均方
差. 从表 1的数据可以看出,在相同计算流程的情
况下,初猜值扰动较小情况下的反演误差均方差要
小于初猜值扰动较大的情况;在初猜值扰动相同的
情况下,流程 2反演结果的误差均方差要远小于流
程 1,但机器用时要远高于流程 1.

图 5 第二组试验中湍流系数的真值、初猜值和反演值

(a)流程 1; (b)流程 2

图 6 第二组试验中反演值与真值之差

综合以上数值试验结果可以发现,提出的集合
变分梯度计算方案能够有效减小初猜值中的误差,
使反演值向真实值接近,反演结果的精度与初猜值
扰动的大小及反演计算流程有关.
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表 1 集合变分方法反演 Ekman层湍流系数的数值结果

用时/s 反演误差均方差/m2·s−1

第一组
流程 1 6.38 0.095

流程 2 1544.37 0.009

第二组
流程 1 13.14 1.052

流程 2 2456.21 0.024

6 结论

在进行大气边界 Ekman层湍流系数物理反演

计算过程中, 将集合计算和变分法相结合, 提出了

目标泛函梯度计算的集合变分方案,避免了根据正

演模式推导伴随模式求梯度的繁琐过程, 此方法

的梯度计算只需要正演模式,使得算法实现变得简

单、方便.

采用此方案对大气边界 Ekman层的湍流系数

进行了反演数值试验. 计算结果表明, 提出的方案

能够有效减小初猜值中的误差,使反演值向真实值

考近,避免了根据正演模式推导伴随模式求梯度的
繁琐过程,这说明此反演方法中梯度计算的集合变
分方案是可行的. 同时试验结果表明, 湍流系数初
猜值的扰动大小及不同的计算流程都会对反演结

果产生较大的影响. 在相同计算流程的情况下, 初
猜值扰动较小情况下的反演误差均方差要小于初

猜值扰动较大的情况. 分析其原因,由反演方法采
用的目标函数定义 (2) 式及集合变分梯度计算方
法中集合扰动均方差的选取,此方法实质上是一个
极大似然估计方法,因此初猜值扰动小 (即误差小),
那么估计值 (或反演值) 的误差均方差就小; 反之,
则反演值误差均方差就大. 另外, 在初猜值扰动相
同的情况下,考虑MX ′ 随 x变化计算方法 (即流
程 2)的反演误差均方差要远小于不考虑随 x变化

的反演计算方法 (即流程 1). 这主要是因为,大气边
界 Ekman层模式 (即正演模式 M)是一个非线性模
式, MX ′ 会随 x 迭代过程的变化而变化, 如不考
虑MX ′ 的变化,就会将误差转化到最后的反演结
果上,从而产生较大的反演误差.
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Abstract

The accurate value of the turbulent coefficient in Ekman layer of atmosphere is quite important for the numerical weather pre-

diction and pollutant diffusion calculation. In the paper, based on ensemble method and variational method, the ensemble variational

retrieval method is proposed, and the gradient of objective function is calculated with the method. Two calculation procedures are also

given based on the linear condition of forward model. The inversion numerical experiments of the turbulent coefficient using ensemble

variational method and two calculation flow process are carried out, and the results show that the method has the simple and convenient

characteristics, and the turbulent coefficient can be retrieved accurately by observational data.

Keywords: gradient calculation, ensemble variational method, turbulent coefficient, inversion

PACS: 92.60.Fm, 02.30.Zz DOI: 10.7498/aps.62.049201

* Project supported by the National High Technology Research and Development Program of China (Grant No. 2010AA012304), the Natural Science

Foundation of Jiangsu Province, China (Grant No. BK2010128), the China Postdoctoral Science Foundation (Grant No. 20110490185), the International

Joint Research Program, China (Grant No. 2010DFB33880), and the Basic Theory Research Program of Institute of Meteorology and Oceanography.

† Corresponding author. E-mail: hanyq1g@sina.com

049201-8


