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Duffing振子微弱信号检测方法研究*
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在前期实验工作的基础上,从理论分析的角度,提出了利用 Duffing振子从大周期态向混沌态的相变作为判据

的微弱周期信号检测方法,给出了检测原理,并论证了其可行性;从过渡带影响和检测概率两方面将该方法与传统

的检测方法进行了比较分析,并对两者的检测性能进行了仿真对比. 分析和仿真结果都显示,相同条件下, Duffing振

子从大周期态向混沌态的相变受过渡带影响更小,所提方法具有更好的检测性能.实验数据还表明, Duffing振子检

测微弱信号只能基于单向相变,利用阵发混沌进行频差检测只适用于待测信号信噪比较高的情况.

关键词: Duffing,混沌,检测,过渡带

PACS: 05.45.−a, 05.40.−a, 02.60.Cb DOI: 10.7498/aps.62.050501

1 引 言

自 1992 年 Birx 将混沌振子用于微弱信号检
测,如何利用混沌振子检测微弱信号成为国内外许
多科学工作者极为关注的一项重要课题 [1−4].

Duffing振子微弱信号检测方法是一种时域信
号处理技术,具有比以往基于统计学理论所提出的
频谱方法、高阶统计量等更强的检测能力 [5],但仍
存在很多难题亟待解决. 其中一个突出的问题是:
系统在临界状态下, 受过渡带的影响, 如果检测时
间不够长,容易出现误判 [6,7]. 且随着检测精度的提
高,过渡带的影响更加明显,而检测时间长短,往往
只能通过实验数据进行估计,给工程应用带来困难.
因此,研究如何减小过渡带影响,提高 Duffing振子
混沌检测系统的实时性具有重要意义.
为叙述方便, 我们定义 Duffing 振子相轨迹从

混沌运动状态向大周期运动状态的相变为正向相

变,以正向相变为判据的检测方法称为正向相变检
测方法; 定义 Duffing振子相轨迹从大周期运动状
态向混沌运动状态的相变为逆向相变,以逆向相变
为判据的检测方法称为逆向相变检测方法. 从掌握
的资料来看,现有文献没有将这两种相变过程区分

考虑,所用方法都是以正向相变作为判据 [8,9],因此
可将其归类为正向相变检测方法.
前期工作中我们从仿真实验数据发现, Duffing

振子逆向相变同样具有对周期信号敏感、对噪声

具有一定免疫能力的特性,且受过渡带的影响更小,
因此提出可以利用 Duffing振子逆向相变进行微弱
信号检测. 本文从理论分析的角度,将逆向相变检
测方法与传统的正向相变检测方法进行比较,系统
地给出了基于 Duffing振子逆向相变检测方法的原
理、可行性论证, 以及逆向相变受过渡带影响小、
相变时间更具规律性的内在机理. 此外, 根据实验
得到的 Duffing振子两种相变的阈值数据还得出了
其他一些有益结论.

2 Duffing振子逆向相变检测原理

以改进的 Holmes型 Duffing振子为例,其状态
方程为 [10]

x′ = ω1 · y,

y′ = ω1(x3 − x5 − ky

+γ cos(ω1t +φ1)+ εr(t)),

(1)

式中, k 为阻尼比, x3 − x5 为非线性恢复力,
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γ cos(ω1t + φ1) + εr(t) 为系统策动力, γ cos(ω1t +

φ1)为参考信号, r(t)为待检测信号, ε 为待测信号
的加权因子.

Duffing阵子相轨迹具有如下特性: 固定 k 值,
γ 从 0逐渐增加到临界值 γ1 时,相轨迹由周期内轨
运动转变为混沌运动,并在较大范围内保持混沌状
态. 当 γ 继续增加到大于临界值 γ2 时,系统相轨迹
由混沌运动转变为大周期运动. 如图 1 所示, 分别
为 Duffing振子的混沌运动和大周期运动状态的相
轨迹分布.

传统的 Duffing振子正向相变检测方法是将参
考信号幅度设置为临界值 γ2, 然后加入待测信号.
当待测信号中包含同频的微弱周期小信号且与参

考信号相位一致时,叠加后的策动力幅值将超过临
界值, 系统发生正向相变, 进而判断待测信号中微
弱周期信号的存在 [5,11].

本文所提的 Duffing振子逆向相变检测方法是
基于其相反过程,系统的初始相态为稳定的大周期
运动状态. 首先将参考信号幅度调整到逆向相变临
界值 γ ′2, 然后加入待测信号;当待测信号中包含的
同频微弱周期信号与参考信号相位相反时,叠加后
的策动力幅值将低于 γ ′2, 导致系统发生逆向相变,
进而实现检测.

图 1 Duffing振子混沌态和大周期态相轨迹分布 (a)混沌态分布
域 (E1); (b)大周期态分布域 (E2)

3 Duffing振子逆向相变检测方法可行
性分析

从 Duffing 振子逆向相变检测原理可知, 其实

现需要具备以下三个条件:

1)系统具有强参考信号,即参考信号幅值要远

大于待测信号;

2)不考虑噪声影响,系统在稳定大周期运动状

态下具有周期解,且解唯一;

3)系统初始相态为稳定的大周期态.

对于条件 1),它与传统的正向相变检测方法中

的强参考信号条件设置相同,无需讨论; 对于条件

2),文献 [12, 13]给出了理论推导,证明系统在大周

期运动状态下, 具有以 2π/ω1 为周期的周期解,且

解唯一.

下面对条件 3)进行讨论,分析其可实现性.

设 Duffing振子系统相空间为 E, ti 时刻对应的

相点为 ei = (xi,yi),其中 ei ∈ E, x(ti) = xi, y(ti) = yi.

从 (1)式的数值计算方法可知,对于任意 m个非负

整数 n1, n2, · · · , nm (06 n1 < · · · < · · · < nm)和任意

自然数 k,系统的 k步转移概率满足

P{enm+k = (xnm+k,ynm+k)|en1 = (xn1 ,yn1),en2

= (xn2 ,yn2), · · · ,enm = (xnm ,ynm)}

= P{enm+k = (xnm+k,ynm+k)|enm

= (xnm ,ynm)}. (2)

因此,系统相点的运动是一个Markov过程,系

统 ti+1 时刻的相点位置只与 ti 时刻相点位置有关,

而与 ti 之前的相点位置无关.由条件 2), 在稳定大

周期运动状态时, 系统有唯一的 2π/ω1 周期解,即

策动力周期与相轨迹运动周期相同, 且一一对应.

通过数值计算得到策动力相位与相轨迹相位存在

如下对应关系:系统策动力相位 ϕ = 2nπ (n = 0, 1,

2, · · ·)对应图 1中相空间相位 ϕ = 0; φ = (2n+1)π

对应 ϕ = π. 因此,在系统参数 ω1, k, γ 确定的情况
下, 设定系统初相点 e0 = (x0,y0) 于稳定的大周期

运动相轨迹分布域 E2 上,调整系统策动力初相,使

其与 e0在 E2上所处的相空间相位满足上述对应关

系,即可认为系统初始相态为稳定的大周期相态.

由于待测信号相位未知,其与参考信号矢量叠

加而成的系统策动力相位因此也是未知的. 但参考

信号幅度远大于待测信号中微弱周期信号的幅度,

两者相位完全由参考信号相位主导,可通过设置参
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考相位初相实现系统策动力初相的调整,使其满足
上述对应关系,从而将系统初始相态设定为大周期
相态. 因此,条件 3)是容易实现的. 例如,当待测信
号中含有正弦小信号时,设待测信号为

r(t) = Acos(ω0t +φ0)+n(t), (3)

其中, A 为小正弦信号幅值, n(t) 为零均值噪声.
当参考信号的频率和相位与待测信号接近时, 设
ω0 = ω1+∆ω , φ0 = φ1+∆φ ,得到 Duffing检测系统
总策动力为

F(∆ω ,∆φ, t) = ρ(t)cos(ω1t +φ1 +θ(t)). (4)

系统策动力幅值

ρ(t) =
√

γ2 + ε2A2 +2γεAcos(∆ωt +∆φ). (5)

系统策动力相位

φ = ω1t +φ1 +θ(t)

= ω1t +φ1 + arctan
εAsin(∆ωt +∆φ)

γ + εAcos(∆ωt +∆φ)
. (6)

系统策动力与参考信号的相位差的最大值

|θ(t)|max = arctan(εA/γ2), 由于 γ2 ≫ εA, θ(t) 取值
非常小. 随着 (∆ω,∆φ)趋向 (0,0),其变化范围将进
一步缩小. 因此, θ(t)对总策动力相位的影响可以
忽略,可以用参考信号相位近似代替系统策动力相
位的设置.
综上所述, Duffing振子逆向相变检测方法具有

较好的可行性.

4 两种检测方法性能比较

影响 Duffing振子微弱信号检测性能的因素中,
除引言部分提到的过渡带问题外,另一个问题就是
Duffing振子检测系统存在检测盲区 [14]. 因此,在比
较所提逆向相变检测方法和传统的正向相变检测

方法时,主要从过渡带和微弱信号一次被检测概率
两个方面进行.

4.1 过渡带影响

所谓过渡带,是指系统由一种相态向另一种相
态转变的中间过程. 系统发生正向相变需要同时完
成两个变化: 一是相轨迹从混沌态相轨迹域运动到
大周期相轨迹域;二是相点的相空间相位与系统策
动力相位之间开始保持稳定的对应关系.从图 1可
以看出, 系统在大周期状态时, 相轨迹运动是规则

的,且分布域狭窄;而系统在混沌状态时,相轨迹对
初值极度敏感, 初值的微小差异, 都会导致完全不

同的轨迹 [13],从而导致相变时间差异很大.在噪声
影响下,系统发生正向相变的时间会有更大的随机
性. 这对检测时间的设定和状态判断是十分不利的.

因此, 从过渡带的影响方面来看, 逆向相变检

测方法比正向相变检测方法更具优势.

4.2 检测概率

从正向检测和逆向检测的检测原理可以看出,
待测信号中包含的弱信号和参考信号的相位需要

满足一定关系才能被检测到,即单一振子一次检测
到弱信号是一个概率事件.因此存在一个检测窗口,
检测窗口越大,对弱信号检测越有利.

仍考虑待测信号中包含微弱正弦信号的情况,
由 ρ(t) > γ2, 得到 Duffing 振子正向相变检测方法
的检测窗口 B1 为

−π+ arccos
(

εA
2γ2

)
< B1 < π− arccos

(
εA
2γ2

)
. (7)

同样,由 ρ(t) < γ ′2 可以得到 Duffing振子逆向
相变的检测窗口 B2 为

π− arccos
(

εA
2γ ′2

)
< B2 < π+ arccos

(
εA
2γ ′2

)
. (8)

显然, B1 > B2. 但由于 γ ′2 ≫ εA, B1 ≈ B2, 即
两种相变检测方法的弱信号一次被检测概率几乎

相等.

5 仿真实验

根据 Duffing 振子弱信号检测原理, 待测信号
中的周期小信号与参考信号矢量叠加,使合成的系

统策动力幅值超过临界值,从而引起相变.因此,可
将输入信号设为纯噪声, 并调整参考信号幅度, 通
过对比相同参考信号分辨率下系统相变所需时间,
或者是相同检测时间内系统相变对参考信号幅度

的分辨率, 实现 Duffing 振子的两种相变检测性能
的比较.

仿真时, 利用定步长四阶龙格 - 库塔方法进
行计算. 设定 k = 0.5, ω1 = 2π× 104 rad/s, 正向相
变检测的系统初值为 (0, 0)[15], 逆向相变的系统
初值为 (0, 1.04), 参考信号初相 φ1 = 0; 积分步长
h = 1.1×10−6 s;设 r(t)为 0 dBW高斯白噪声,仿真
时长 10 s.
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令 ε = 0,调整参考信号幅值和有效位数,得到
系统阈值分辨率不同情况下的两种相变时间 (过渡
带)统计如图 1所示. 仿真中,系统相变判别采用基
于圆域相图分割的判别方法 [16]. 可以看出,输入噪
声为零时,在相同的检测灵敏度情况下, Duffing振
子发生逆向相变时间明显小于正向相变时间,且随
着阈值分辨率的增加,逆向相变所需时间更具规律
性,近似呈等比数列. 这与 4.1中的分析是一致的.

图 2 未加入噪声情况下两种相变时间比较 (r为阈值分辨率, T 为

系统相变时间)

令 ε 分别等于 3.1623×10−3, 1.0×10−3 和

3.1623×10−4, 则进入系统的噪声对应为 –50 dBW,
–60 dBW 和 –70 dBW. 如表 1 所示, 为不同噪声强
度下 10次独立仿真实验结果统计.其中

相变概率=相变的次数/仿真总次数×100%. (9)

从表 1 可以看出, 由于噪声的影响, 参考信号
幅度在临界值附近时, 系统发生相变具有随机性;
随着噪声强度的增加,两种相变对参考信号幅度的
分辨能力都有所降低, 正向相变阈值有所降低, 而
逆向相变阈值有所升高; 噪声强度相同情况下, 系
统逆向相变对参考信号幅度具有更高的分辨率,在
噪声为 –70 dBW时,分辨率提高了一个数量级. 因
此, Duffing振子逆向相变具有更好的检测性能.此
外, 值得注意的是, 虽然逆向相变和正向相变互为
相反过程,但两者的阈值并不相同, γ2 > γ ′2,且差距
较大.这说明,基于 Duffing振子的弱信号检测只能
基于其单向相变,即正向相变,或逆向相变,而文献
[17]中所提的利用 Duffing振子在两种相态之间往
返的阵发混沌现象检测频差只适用于待测信号信

噪比较高的情况.

表 1 不同噪声水平情况下系统两种相变结果统计

输入噪声/dBW
正向相变 逆向相变

参考信号幅值 相变概率/% 参考信号幅值 相变概率/%

–50

0.73175 0 0.71488 0

0.73180 30 0.71486 10

0.73195 50 0.71483 50

0.73205 90 0.71480 90

0.73210 100 0.71478 100

–60

0.732885 0 0.714700 0

0.732890 10 0.714698 30

0.732930 50 0.714695 50

0.732975 80 0.714690 90

0.732990 100 0.714685 100

–70

0.733200 0 0.7146670 0

0.733205 20 0.7146669 20

0.733230 50 0.7146660 50

0.733240 90 0.7146650 90

0.733250 100 0.7146648 100

6 结 论

本文研究 Duffing 振子微弱信号检测技术, 根

据理论分析和实验数据,所得结论如下:

1. 基于 Duffing振子相变的弱信号检测技术只

能基于单向相变,而利用阵发混沌现象检测频差只

适合于待测信号信噪比较高的情况.

2. Duffing 振子逆向相变受过渡带影响更小,

基于 Duffing振子逆向相变的检测方法具有较好的

可行性. 在相同条件下, 逆向相变检测方法具有更
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高的检测性能. 但也有其局限性, 它只适合在强参
考信号模式下进行微弱信号检测.

3. Duffing 振子相变阈值受噪声影响明显. 随

着噪声功率的增加,两种相变对周期信号幅度的分
辨率都有所降低. 正向相变阈值有所降低, 而逆向
相变阈值有所升高.
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Abstract
By numerical simulations we find that the Duffing state transition from big-cycle motion to chaotic motion is more suited to weak

signal detection. Based on this, in this paper, we propose a new weak periodic signal detection method from the angle of theoretical

analysis. The principle of the proposed method is introduced and its feasibility is analyzed. Then, the proposed method and the
traditional method are compared and analyzed both in transition zone effect and detection probability, and then a contrast simulation is
carried out. The analysis and simulation results both indicate, the Duffing oscillator state transition from big-cycle motion to chaotic

motion is affected less by transition zone under the same condition, based on which the proposed detection method possesses better
detection capability. The simulation data also show that weak signal detection with Duffing oscillator must be based on unilateral state
transition. The frequency difference detection based on intermittent chaos is suited only for the case where the signal-to-noise ratio of

the detected signal is relatively high.
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