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针对由加性、乘性噪声和周期信号共同作用的线性过阻尼系统,在噪声交叉关联强度受到时间周期调制的情

况下,利用随机平均法推导了系统响应的信噪比的解析表达式. 研究发现这类系统比噪声间互不相关或噪声交叉关

联强度为常数的线性系统具有更丰富的动力学特性,系统响应的信噪比随交叉关联调制频率的变化出现周期振荡

型随机共振,噪声的交叉关联参数导致随机共振现象的多样化. 噪声交叉关联强度的时间周期调制的引入有利于提

高对微弱周期信号检测的灵敏度和实现对周期信号的频率估计.
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1 引 言

随机共振概念是由 Benzi等 [1] 在上世纪 80年

代为解释古气象冰川问题而首次提出的. 随机共振

是在一定条件下噪声、信号和系统的协作现象.随

机共振理论的提出使人们意识到噪声对动力学系

统的积极的调控作用. 广义的随机共振是指系统响

应的某些函数 (如矩、自相关函数、功率谱或信噪

比等)随系统的某些特征参数 (如激励振幅、频率

或噪声的强度、相关率等) 非单调变化的现象 [2].

随机共振是随机动力学系统中一种较为普遍的现

象,在激光物理、生物物理、化学物理等诸多领域

有广泛的应用,因此引起了人们的普遍关注和浓厚

兴趣.

同一系统中可能存在不同形式的噪声,在随机

共振现象的早期研究中,常假设噪声间是互不相关

的. 自从 Fulinski等于 1991年提出激光系统中的量

子噪声和抽运噪声存在交叉关联,并将交叉关联噪

声引入双稳系统,发现噪声交叉关联的存在会改变

系统的动力学行为 [3],噪声的交叉关联便引起广泛

关注. 由噪声的交叉关联导致的非平衡相变和重入

现象被发现 [4−6];噪声交叉关联的存在对动力学系

统平均首通时间的影响被积极探索 [7−12]; 大量学

者也将噪声交叉色关联或噪声交叉白关联引入各

种线性、非线性系统,讨论噪声交叉关联对随机共

振现象的影响 [13−22]. 但是以上文献主要考虑的是

噪声交叉关联强度是常数的情形,而对噪声交叉关

联强度随时间变化的系统的随机共振现象报告较

少. 而在激光系统中, 量子噪声和抽运噪声的交叉

关联强度就存在着被时间周期调制的情况,如 Chen

等讨论的噪声交叉关联强度受到时间周期调制时

单模激光系统的随机共振现象 [23−26]. 事实上,在具

有循环、脉冲等周期性工作状态的电子、激光乃

至量子系统中,系统内部热噪声与输入、输出噪声

之间的交叉关联便是时间周期调制的关系.在这种

情况下,对时间周期调制下的噪声交叉关联的研究

便具有现实和客观的物理、技术需求和意义.当噪

声交叉关联强度受到时间周期调制时, Tessone 等

也研究了非线性系统中的随机共振现象 [27,28].
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本文将噪声交叉关联强度的时间周期调制引

入线性系统,针对由加性白噪声、乘性色噪声和周

期信号共同作用的线性过阻尼系统,推导了系统响

应的信噪比的解析表达式,分析了这类系统所具有

的丰富的动力学特性,发现系统存在广义随机共振

现象, 系统响应的信噪比 SNR 随噪声交叉关联调

制频率的变化表现出周期振荡型共振,并且噪声交

叉关联调制初相位和调制系数对系统的随机共振

现象有着非常大的影响.我们可以通过调节噪声交

叉关联强度的参数,对线性过阻尼系统的随机共振

进行有效的控制,为随机共振在微弱周期信号检测

方面的应用提供指导意义,同时开拓随机共振在周

期信号频率估计方面的应用.

2 系统模型

考虑由加性白噪声、乘性色噪声和周期信号

共同作用的线性过阻尼系统.该系统可以由以下随

机微分方程描述:

ẋ =−ω2
0 x−ξ (t)x+Rcos(Ω t)+η(t), (1)

其中 ω0 为系统的固有频率, R和 Ω 分别是驱动周
期信号的振幅和频率. η(t)是加性高斯白噪声, ξ (t)
是具有非零相关时间的乘性色噪声, η(t)和 ξ (t)是
交叉白关联的,并且它们的交叉关联强度还受到时

间周期调制,满足如下统计性质:

⟨ξ (t)⟩= 0,

⟨ξ (t)ξ (s)⟩= Dξ λξ exp(−λξ |t − s|),

⟨η(t)⟩= 0,

⟨η(t)η(s)⟩= 2Dη δ (t − s),

⟨ξ (t)η(s)⟩= 2k(t)
√

Dξ Dη δ (t − s),

(2)

其中, Dξ 为色噪声强度, λξ 为色噪声的相关

率, Dη 为白噪声强度, k(t) 为噪声交叉关联强

度, 满足 |k(t)| 6 1. k(t) 是时间周期函数, 即

k(t) = k0 cos(Θ t + ϕ), k0 为交叉关联调制系数, Θ
为交叉关联调制频率, ϕ 为交叉关联调制初相位,为

方便,不妨令 ϕ ∈ [0,π), k0 ∈ [−1,1]. 本文假设 ξ (t)
为双态随机过程, 并且 ξ (t) 在 {A1,−B1} 中取值,

A1, B1 均为正数. 不妨设 A1 到 −B1 的转换概率为

p1, 逆转换概率为 q1, ξ (t)的非对称性用 Λξ 表示.

于是有

λξ = p1 +q1, Dξ λξ = A1B1, Λξ = A1 −B1. (3)

3 系统响应的信噪比

3.1 系统响应的一阶矩

对方程 (1)两边取平均并利用关系式 (2),可以

得到系统响应的一阶矩满足的微分方程

d⟨x(t)⟩
dt

=−ω2
0 ⟨x(t)⟩−⟨ξ (t)x(t)⟩+Rcos(Ω t). (4)

将 (1)式两边乘以 ξ (t)并取平均得到⟨
ξ (t)

dx(t)
dt

⟩
=−ω2

0 ⟨ξ (t)x(t)⟩−
⟨
ξ 2(t)x(t)

⟩
+ ⟨ξ (t)η(t)⟩ . (5)

由 Shapiro-Loginov公式 [29]可得

d⟨ξ (t)x(t)⟩
dt

=

⟨
ξ (t)

dx(t)
dt

⟩
−λξ ⟨ξ (t)x(t)⟩ . (6)

将 (5)式代入 (6)式,并利用 (2)式有

d⟨ξ (t)x(t)⟩
dt

=−(ω2
0 +λξ )⟨ξ (t)x(t)⟩−

⟨
ξ 2(t)x(t)

⟩
+2k0

√
Dξ Dη cos(Θ t +ϕ). (7)

(7)式中包含高阶的相关函数
⟨
ξ 2(t)η(t)

⟩
,由于 ξ (t)

是双态噪声,故如下的降阶公式成立:⟨
ξ 2(t)x(t)

⟩
= b⟨ξ (t)x(t)⟩+ c⟨x(t)⟩ , (8)

其中, b = Λξ , c = λξ Dξ .

将 (8)式代入 (7)式并化简,结合 (4)式,通过整

理,可以得到 ⟨x(t)⟩, ⟨ξ (t)x(t)⟩所满足的线性微分方
程组

d⟨x(t)⟩
dt

= d1 ⟨x(t)⟩−⟨ξ (t)x(t)⟩+Rcos(Ω t),
d⟨ξ (t)x(t)⟩

dt
=−c⟨x(t)⟩

+d2 ⟨ξ (t)x(t)⟩+d3 cos(Θ t +ϕ),

(9)

其 中, d1 = −ω2
0 , d2 = −(ω2

0 + λξ + b), d3 =

2k0
√

Dξ Dη .

求解方程组 (9), 并令 t → ∞, 可以得到 ⟨x(t)⟩,
⟨ξ (t)x(t)⟩的渐近表达式

⟨x(t)⟩= m1 sin(Ω t)+m2 cos(Ω t)

+m3 sin(Θ t)+m4 cos(Θ t),

⟨ξ (t)x(t)⟩= m5 sin(Ω t)+m6 cos(Ω t)

+m7 sin(Θ t)+m8 cos(Θ t),

(10)

其中,系数 mi,(i = 1,2, · · · ,8)分别由下式确定:
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m1 =
RΩ(Ω 2 +d2

2 + c)
Ω 4 +(d2

1 +d2
2 +2c)Ω 2 +(d1d2 − c)2 ,

m2 =
Rd2(c−d1d2)−Rd1Ω 2

Ω 4 +(d2
1 +d2

2 +2c)Ω 2 +(d1d2 − c)2 ,

m3 =
d3[(d1 +d2)Θ cosϕ +(d1d2 − c−Θ 2)sinϕ ]

Θ 4 +(d2
1 +d2

2 +2c)Θ 2 +(d1d2 − c)2 ,

m4 =
d3[(d1 +d2)Θ sinϕ − (d1d2 − c−Θ 2)cosϕ ]

Θ 4 +(d2
1 +d2

2 +2c)Θ 2 +(d1d2 − c)2 ,

m5 =
RΩc(d1 +d2)

Ω 4 +(d2
1 +d2

2 +2c)Ω 2 +(d1d2 − c)2 ,

m6 =
Rc(Ω 2 −d1d2 + c)

Ω 4 +(d2
1 +d2

2 +2c)Ω 2 +(d1d2 − c)2 ,

m7 =
d3Θ cosϕ(Θ 2 +d2

1 + c)+d3 sinϕ [Θ 2d2 +d1(d1d2 − c)]
Θ 4 +(d2

1 +d2
2 +2c)Θ 2 +(d1d2 − c)2 ,

m8 =
d3Θ sinϕ(Θ 2 +d2

1 + c)−d3 cosϕ [Θ 2d2 +d1(d1d2 − c)]
Θ 4 +(d2

1 +d2
2 +2c)Θ 2 +(d1d2 − c)2 .

3.2 系统响应的二阶矩

下面采用类似的方法来得到
⟨
x2(t)

⟩
的表达式.

首先建立
⟨
x2(t)

⟩
,
⟨
ξ (t)x2(t)

⟩
所满足的线性微分方

程组

d
⟨
x2(t)

⟩
dt

=−2ω2
0
⟨
x2(t)

⟩
−2

⟨
ξ (t)x2(t)

⟩
+2Rcos(Ω t)⟨x(t)⟩+2⟨x(t)η(t)⟩ ,

d
⟨
ξ (t)x2(t)

⟩
dt

=−(2ω2
0 +λξ +2b)

⟨
ξ (t)x2(t)

⟩
−2c

⟨
x2(t)

⟩
+2Rcos(Ω t)⟨ξ (t)x(t)⟩

+2⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩ , (11)

在方程组 (11) 中存在着耦合项 ⟨x(t)η(t)⟩ 和
⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩, 因此需要对其进行解耦. Fulinski认

为高斯白噪声是对称的双态噪声的极限状态 [30].

η(t)是对称的双态随机过程,并且 η(t)在 {A,−A}
中取值,其中 A为正数, 令 A到 −A的转换概率为

p2, 逆转换概率为 q2, η(t) 的非对称性 Λη = 0. 当

A → ∞, p2 = q2 = p → ∞时, η(t)是高斯白噪声,其

相关率 λη = p2+q2 = 2p → ∞. Fulinski对高斯白噪

声的解释与高斯白噪声的 Stratonovich解释 [31] 是

一致的. 从而可建立 ⟨x(t)η(t)⟩, ⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩满足

的线性微分方程组

d⟨x(t)η(t)⟩
dt

=−(ω2
0 +λη)⟨x(t)η(t)⟩

−⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩+2Dη ,

d⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩
dt

=−(ω2
0 +λξ +λη +b)⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩

− c⟨x(t)η(t)⟩+2k0R
√

Dξ Dη cos(Ω t)cos(Θ t +ϕ).

(12)

通过求解方程组 (12),并令 t → ∞,可得: 当 λη → ∞
时,有

⟨x(t)η(t)⟩= 0, ⟨ξ (t)x(t)η(t)⟩= 0. (13)

将 (13) 式代入方程组 (11), 并求解方程组 (11), 令

t → ∞,可得
⟨
x2(t)

⟩
的渐近表达式为⟨

x2(t)
⟩
= m9 sin(2Ω t)+m10 cos(2Ω t)

+m11 sin(Ω +Θ)t +m12 cos(Ω +Θ)t

+m13 sin(Ω −Θ)t +m14 cos(Ω −Θ)t +m15,

(14)

其中

m9 =
4R

β2 −β1

[
2(β2 −2d1)(2m2Ω −m1β1)+2m6Ω −β1m5

2(β 2
1 +4Ω 2)

]
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− 4R
β2 −β1

[
2(β1 −2d1)(2m2Ω −m1β2)+2m6Ω −β2m5

2(β 2
2 +4Ω 2)

]
,

m10 =
4R

β2 −β1

[
2(β1 −2d1)(2m1Ω +m2β2)+2m5Ω +β2m6

2(β 2
2 +4Ω 2)

]
− 4R

β2 −β1

[
2(β2 −2d1)(2m1Ω +m2β1)+2m5Ω +β1m6

2(β 2
1 +4Ω 2)

]
,

m11 =
4R

β2 −β1

{
2(β2 −2d1)[m4(Ω +Θ)−m3β1]+m8(Ω +Θ)−β1m7

2[β 2
1 +(Ω +Θ)2]

}
− 4R

β2 −β1

{
2(β1 −2d1)[m4(Ω +Θ)−m3β2]+m8(Ω +Θ)−β2m7

2[β 2
2 +(Ω +Θ)2]

}
,

m12 =
4R

β2 −β1

{
2(β1 −2d1)[m3(Ω +Θ)+m4β2]+m7(Ω +Θ)+β2m8

2[β 2
2 +(Ω +Θ)2]

}
− 4R

β2 −β1

{
2(β2 −2d1)[m3(Ω +Θ)+m4β1]+m7(Ω +Θ)+β1m8

2[β 2
1 +(Ω +Θ)2]

}
,

m13 =
4R

β2 −β1

{
2(β2 −2d1)[m4(Ω −Θ)+m3β1]+m8(Ω −Θ)+β1m7

2[β 2
1 +(Ω −Θ)2]

}
− 4R

β2 −β1

{
2(β1 −2d1)[m4(Ω −Θ)+m3β2]+m8(Ω −Θ)+β2m7

2[β 2
2 +(Ω −Θ)2]

}
,

m14 =
4R

β2 −β1

{
2(β2 −2d1)[m3(Ω −Θ)−m4β1]+m7(Ω −Θ)−β1m8

2[β 2
1 +(Ω −Θ)2]

}
− 4R

β2 −β1

{
2(β1 −2d1)[m3(Ω −Θ)−m4β2]+m7(Ω −Θ)−β2m8

2[β 2
2 +(Ω −Θ)2]

}
,

m15 =
2Rm2(2d1 −β1 −β2)−4Rm6

2β2β1
,

β1 =
−(4ω2

0 +λξ +2b)+
√
(λξ +2b)2 +16c

2
,

β2 =
−(4ω2

0 +λξ +2b)−
√
(λξ +2b)2 +16c

2
.

在一个周期内对
⟨
x2(t)

⟩
取平均可得稳态表达式:

1)当Θ = Ω 时,有⟨
x2(t)

⟩
st = m14 +m15. (15)

2)当Θ = NΩ , N 为整数且 N ̸= 1时,有⟨
x2(t)

⟩
st = m15. (16)

3)当Θ ̸= NΩ , N 为整数时,有⟨
x2(t)

⟩
st =

m12Ω
2π(Ω +Θ)

sin
(

2πΘ
Ω

)
− m11Ω

2π(Ω +Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
− m13Ω

2π(Ω −Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
− m14Ω

2π(Ω −Θ)

[
sin

(
2πΘ

Ω

)]
+m15.

(17)

3.3 系统响应的相关函数

方程 (1)的解的一般形式可写为

x(t + τ) = x(t)g(τ)exp(−ω2
0 τ)

+R
∫ τ

0
exp(−ω2

0 v)g(v)cos[Ω(t + τ − v)]dv

+

∫ τ

0
exp(−ω2

0 v)h(v)dv, (18)

其中

g(v) =
⟨

exp
[
−
∫ v

0
ξ (u)du

]⟩
,

h(t − v) =
⟨

η(v)exp
[
−
∫ t

v
ξ (u)du

]⟩
.

结合 (2)式,将 g(v)和 h(t −v)展开成级数的形式并
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经过计算可得 [32]

g(v) =
N1

N1 −N2
exp[−N2v]

− N2

N1 −N2
exp[−N1v], (19)

h(t − v) = 0, (20)

其中

N1,2 =
d1 −d2

2
±
√

(d1 −d2)2

4
+ c.

由 (18), (19) 和 (20) 式, 可得相关函数的渐近表

达式

⟨x(t + τ)x(t)⟩=
⟨
x2(t)

⟩
g(τ)exp(−ω2

0 τ)

+
R⟨x(t)⟩
N1 −N2

[ f1 cos(Ω t)+ f2 sin(Ω t)],

(21)

其中

f1 = a1 cos(Ωτ)+a2 sin(Ωτ)

+a3 exp(−b1τ)+a4 exp(−b2τ),

f2 = c1 cos(Ωτ)+ c2 sin(Ωτ)

+ c3 exp(−b1τ)+ c4 exp(−b2τ),

a1 =
N1b2

b2
2 +Ω 2 −

N2b1

b2
1 +Ω 2 ,

a2 =
N1Ω

b2
2 +Ω 2 −

N2Ω
b2

1 +Ω 2 ,

a3 =
N2b1

b2
1 +Ω 2 ,

a4 =− N1b2

b2
2 +Ω 2 ,

c1 = a2, c2 =−a1, c3 =
N2Ω

b2
1 +Ω 2 ,

c4 =− N1Ω
b2

2 +Ω 2 , b1,2 = ω2
0 +N1,2.

在一个周期内对 ⟨x(t + τ)x(t)⟩ 取平均可得稳态表
达式:

1)当Θ = Ω 时,有

⟨x(t + τ)x(t)⟩st = (m14 +m15)g(τ)exp(−ω2
0 τ)

+
RΩ

4π(N1 −N2)
(m1 f2 +m2 f1

+m3 f2 +m4 f1). (22)

2)当Θ = NΩ , N 为整数且 N ̸= 1时,有

⟨x(t + τ)x(t)⟩st = m15g(τ)exp(−ω2
0 τ)

+
RΩ

4π(N1 −N2)
(m1 f2 +m2 f1).

(23)

3)当Θ ̸= NΩ , N 为整数时,有

⟨x(t + τ)x(t)⟩st =
RΩM1 cos(Ωτ)

2π(N1 −N2)
+

RΩM2 sin(Ωτ)
2π(N1 −N2)

+

[
RΩM3

2π(N1 −N2)
−

N2
⟨
x2(t)

⟩
st

N1 −N2

]
× exp(−b1τ)

+

[
RΩM4

2π(N1 −N2)
+

N1
⟨
x2(t)

⟩
st

N1 −N2

]
× exp(−b2τ), (24)

其中
⟨
x2(t)

⟩
st 如 (17)式所示,

Mi(i=1,2,3,4)

=
1
2

m2ai +
1
2

m1ci −
m3ai

2(Ω +Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
+

m3ai

2(Ω −Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
− m3ci

2(Θ +Ω)
sin

(
2πΘ

Ω

)
− m3ci

2(Ω −Θ)
sin

(
2πΘ

Ω

)
+

m4ai

2(Ω +Θ)
sin

(
2πΘ

Ω

)
− m4ai

2(Ω −Θ)
sin

(
2πΘ

Ω

)
− m4ci

2(Ω +Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
− m4ci

2(Ω −Θ)

[
cos

(
2πΘ

Ω

)
−1

]
.

3.4 系统响应的信噪比

1)当Θ = Ω 时,对 (22)式进行傅里叶变换,得

到功率谱为

S(ω) =
∫ ∞

−∞
⟨x(t + τ)x(t)⟩st exp(−jωτ)dτ

= S1(ω)+S2(ω), (25)

其中

S1(ω) =
RΩ(m1c1 +m2a1 +m3c1 +m4a1)

2(N1 −N2)
δ (ω −Ω),

050502-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 5 (2013) 050502

S2(ω) =
2b1

b2
1 +ω2

[
RΩ(m1c3 +m2a3 +m3c3 +m4a3)

2(N1 −N2)π
− N2

N1 −N2
(m14 +m15)

]
+

2b2

b2
2 +ω2

[
RΩ(m1c4 +m2a4 +m3c4 +m4a4)

2(N1 −N2)π
− N1

N1 −N2
(m14 +m15)

]
.

2)当Θ = NΩ , N为整数且 N ̸= 1时,对 (23)式

进行傅里叶变换,得到功率谱为

S(ω) =
∫ ∞

−∞
⟨x(t + τ)x(t)⟩st exp(−jωτ)dτ

= S1(ω)+S2(ω), (26)

其中

S1(ω) =
RΩ(m1c1 +m2a1)

2(N1 −N2)
δ (ω −Ω),

S2(ω) =
2b1

b2
1 +ω2

[
RΩ(m1c3 +m2a3)

2(N1 −N2)π
− m15N2

N1 −N2

]
+

2b2

b2
2 +ω2

[
RΩ(m1c4 +m2a4)

2(N1 −N2)π
− m15N1

N1 −N2

]
.

3) 当 Θ ̸= NΩ , N 为整数时, 对 (24) 式进行傅

里叶变换,得到功率谱为

S(ω) =
∫ ∞

−∞
⟨x(t + τ)x(t)⟩st exp(−jωτ)dτ

= S1(ω)+S2(ω), (27)

其中
⟨
x2(t)

⟩
st 如 (17)式所示,

S1(ω) =
RΩM1

2(N1 −N2)
δ (ω −Ω),

S2(ω) =
2b1

b2
1 +ω2

[
RΩM3

2(N1 −N2)π
−

N2
⟨
x2(t)

⟩
st

N1 −N2

]

+
2b2

b2
2 +ω2

[
RΩM4

2(N1 −N2)π
−

N1
⟨
x2(t)

⟩
st

N1 −N2

]
.

(25), (26), (27)式中的 S1(ω)来源于输出信号,

S2(ω) 来源于输出噪声. 信噪比被定义为输出信

号的总功率与 ω = Ω 处的单位噪声谱的平均功率
之比

SNR =

∫ ∞
0 S1(ω)dω
S2(ω = Ω)

. (28)

4 数值讨论

图 1绘制了系统响应的信噪比 SNR作为噪声

交叉关联调制频率 Θ 的函数在 ϕ , k0 取不同值时

的曲线. 其他各参数的取值为 ω0 = 0.05, Dξ = 2,

λξ = 5, Λξ = 0, Dη = 0.05, Ω = 6, R = 1. 可以看到:

SNR曲线随Θ 的变化表现出周期振荡型随机共振
现象;在 ϕ , k0 取不同值时主要表现为三种周期振

荡型共振: 单主峰共振、单主谷共振、单主峰主谷

共振. 当 ϕ =
π

2
, k0 = −1时, SNR曲线出现单主峰

共振,随着Θ 的变化会出现一个振幅较大的共振峰
(主峰), 当远离该主峰位时, 振荡的振幅快速下降,

最后趋于稳定值;当 ϕ =
π

2
, k0 = 1时, SNR曲线出

现单主谷共振,随着Θ 的变化会出现一个振幅较大
的抑制谷 (主谷), 当远离该主谷位时, 振荡的振幅

快速下降, 最后趋于稳定值. 当 ϕ = 0, k0 = −1 时,

SNR 曲线出现单主峰主谷共振, 随着 Θ 的变化会
出现相邻的振幅较大的抑制谷 (主谷)和共振峰 (主

峰),当远离主谷主峰时,振荡的振幅快速下降,最后

趋于稳定值.

图 1 SNR作为Θ 的函数在 ϕ , k0 取不同值时的曲线

图 2(a), (b)分别绘制了当 k0 =−1和 k0 = 1时

系统响应的信噪比 SNR 作为噪声交叉关联调制

频率 Θ 的函数, 随不同的调制初相位 ϕ 变化的曲
线.其他各参数的取值为 Ω = 5, ω0 = 0.15, Dξ = 2,

λξ = 2, Λξ = 0, R = 1, Dη = 0.04. 可以看到: 当

k0 = −1时,随着相位 ϕ 在 [0,π)中增大,主峰位置

左移, 主峰值先增大后减小; 当 ϕ =
π

2
时, 主峰位

在 Θ = Ω 处, 且主峰值最大,出现单主峰共振. 当

k0 = 1时,随着相位 ϕ 在 [0,π)中增大,主谷位置左

移, 主谷值先减小后增大; 当 ϕ =
π

2
时, 主谷位在

Θ = Ω 处,且主谷值最小,出现单主谷共振.

图 3(a), (b)分别绘制了当 ϕ =
π

2
和 ϕ = 0时系

统响应的信噪比 SNR作为噪声交叉关联调制频率
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Θ 的函数,随不同的调制系数 k0 变化的曲线.其他

各参数的取值为 Ω = 6, ω0 = 0.15, Dξ = 2, λξ = 2,

Λξ = 0, Dη = 0.04, R = 1. k0 = 0 意味着加性白噪

声与乘性色噪声互不相关.可以看到: 当 ϕ =
π

2
时,

若 k0 > 0, SNR曲线为单主谷共振,若 k0 < 0, SNR

曲线为单主峰共振, 且主峰位和主谷位相同, 都在

Θ = Ω 处; |k0| 越大, 主峰值就越大或主谷值就越

小;随着Θ 远离Ω , SNR曲线趋于 k0 = 0时的情形.

当 ϕ = 0 时, 若 k0 > 0, SNR 曲线为单主峰主谷共

振,先主峰后主谷,若 k0 < 0, SNR曲线仍为单主峰

主谷共振, 先主谷后主峰, 且主共振位置不变; |k0|
越大,主峰值就越大或主谷值就越小;随着 Θ 远离
Ω , SNR曲线趋于 k0 = 0时的情形.

图 2 SNR 作为 Θ 的函数随着 ϕ 变化的曲线 (a) k0 = −1; (b)
k0 = 1

图 4绘制了系统响应的信噪比 SNR作为噪声

交叉关联调制频率 Θ 的函数, 随着不同的驱动周

期信号的振幅 R变化的曲线.其他各参数的取值为

Ω = 5, ω0 = 0.15, Dξ = 2, λξ = 2, Λξ = 0, Dη = 0.04,

ϕ =
π

2
. 可以看到: SNR曲线的周期振荡型共振类

型、主峰位或主谷位以及稳定值都不受驱动周期

信号的振幅 R 的影响; 驱动周期信号的振幅 R 越

小, 主峰值越大或主谷值越小, 即在主共振处对信

噪比增强或抑制的作用加剧. 同样, 加性噪声强度

Dη 只影响主峰值和主谷值, Dη 越大,主峰值就越

大或主谷值就越小,即在主共振处对信噪比增强或

抑制的作用加剧.

图 3 SNR作为Θ 的函数随着 k0变化的曲线 (a) ϕ =
π

2
; (b) ϕ = 0

图 4 SNR作为 Θ的函数随着 R变化的曲线

图 5绘制了系统响应的信噪比 SNR作为噪声

交叉关联调制频率 Θ 的函数, 随着不同的乘性噪

声非对称性 Λξ 变化的曲线.其他各参数的取值为

Ω = 6, ω0 = 0.15, Dξ = 2, λξ = 5, Dη = 0.04, ϕ =
π

2
,

R = 1, k0 =−1. 可以看到: SNR曲线形状不受乘性

噪声非对称性 Λξ 的影响;乘性噪声非对称性 Λξ 越
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大,整条曲线位置越上移,稳定值越大.同时系统频

率 ω0、乘性噪声强度 Dξ 和乘性噪声相关率 λξ 也

仅影响稳定值,不影响 SNR曲线形状.

图 1—5表明: 相较于噪声互不相关或噪声交

叉关联强度是常数的情况,噪声交叉关联强度受到

时间周期调制时会产生丰富的现象,系统响应的信

噪比 SNR随着噪声交叉关联调制频率Θ 的变化出
现了周期振荡型随机共振现象.这是在线性系统中

还未见被报告过的现象.

随机共振是噪声在系统具有某种内秉动力指

向性时其随机性对特定性质信号所产生的定向加

强作用,以及同时对其他性质信号所产生的抑制作

用. 这些作用自然与噪声和信号的周期性质密切

相关.

图 5 SNR作为Θ 的函数随着 Λξ 变化的曲线

在本文所讨论的情况中,噪声交叉关联调制频

率直接影响噪声的周期性质,其周期或拟周期与信

号周期之间的交叉耦合作用受二者相差、频差甚

至幅差的直接影响, 因此, 上述共振现象的出现及

其性质也就与交叉关联调制频率 Θ、调制初相位
ϕ 和调制系数 k0 直接关联. 例如, ϕ 影响着主共振

位置; ϕ 和 k0 的联合作用共同影响着 SNR曲线的

相图,即单主峰共振、单主谷共振、单主峰主谷共

振,等等.

由此可知,通过改变噪声交叉关联参数便可对

随机共振现象实施有效控制,亦即噪声交叉关联强

度的时间周期调制的引入为随机共振现象在微弱

周期信号检测及频率估计方面的应用提供了指导

意义. 在相同的系统结构参数下, 可以通过调节噪

声交叉关联强度 k0 cos(Θ t +ϕ)的参数,获得比噪声

互不相关时 (k0 = 0)更高的系统响应的信噪比,提

高对微弱周期信号检测的灵敏度. 同时, 当 ϕ =
π

2
时, SNR曲线出现单主峰或单主谷共振,主峰或主

谷的位置出现在噪声交叉关联调制频率与驱动周

期信号频率相等处,这就意味着可以通过调节噪声

交叉关联强度 k0 cos(Θ t +ϕ)的参数来估计周期信
号的频率,这是在线性系统和非线性系统中还未见

被报告过的现象,也是随机共振在周期信号频率估

计方面的应用.

5 结 论

本文将噪声交叉关联强度的时间周期调制引

入线性系统,通过分析由加性、乘性噪声和周期信

号共同作用的线性过阻尼系统后发现,在适当参数

下系统响应的信噪比随噪声交叉关联调制频率的

变化出现了周期振荡型随机共振现象,噪声交叉关

联参数导致了随机共振现象的多样化. 通过调节噪

声交叉关联参数,可以在一定范围内实现对线性过

阻尼系统随机共振的有效控制,提高对微弱周期信

号检测的灵敏度和实现对周期信号的频率估计,进

一步拓宽了随机共振现象在物理学和工程中的应
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Effects of time-periodic modulation of
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Abstract
For an over-damped linear system subjected to correlated additive and multiplicative noise and a periodic signal, when the cross-

correlation intensity between noises is a time-periodic function, the analytical expression of the output signal-to-noise ratio (SNR)

is derived by means of the stochastic averaging method. It is found that this system has richer dynamic behaviors than the linear
systems in which cross-correlation intensity between noises is constant, that the evolution of the output SNR with the cross-correlation
modulation frequency presents periodic oscillation, and that the parameters of cross-correlation intensity between noises diversify the

stochastic resonance phenomena.The time-periodic modulation of cross-correlation intensity between noises is conductive to enhancing
the sensitivity to weak periodic signal detection and implementing the frequency estimation of weak periodic signal.

Keywords: stochastic resonance, periodic oscillation, cross-correlation intensity between noises, signal-to-noise
ratio
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