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非线性柱形涂层复合介质有效的直流-交流电响应*
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利用摄动展开方法,研究了由圆柱形带涂层杂质随机嵌入基质所形成的非线性复合介质在外加的带有不同频

率和振幅的混合电场 E0 +E1 sinωt +E3 sin3ωt 作用下有效的直流-交流电响应,分别推导了复合介质在杂质核、

涂层及基质区域的电势分布,并在低杂质浓度下给出了复合介质有效的非线性响应及它们之间的关系.
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1 引 言

复合材料是当今物理学的一个研究热点,而复
合介质又是复合材料中最重要的一种,其宏观性质
既与构成它的各组元本身的性质有关,也与各组元
的形状及混合方式有关 [1],对这种体系的研究既具
重要的理论意义又很有实用价值.自 20世纪 80年
代以来 [2,3], 科学家对复合介质的研究逐渐转移到
组分具有非线性的电位移矢量 (D)-电场 (E)关系

(如D = εE+ χ|E|2E)的颗粒复合介质上. 对于这
种复合介质, 在外加电场作用下, 其介电常数是综
合反映其非线性输运性质的最基本的宏观物理量,
其结果有助于分析此类复合介质材料的性能, 以
期通过改变材料结构进而设计具有特殊性能的复

合介质材料 [1]. 因此,对这种复合介质有效介电响
应的研究一直是数学物理学界广泛研究的问题之

一. 在理论上, 通常采用谱表示法 [4−6]、微扰展开

法 [7,8] 和 T 矩阵法 [9] 等研究复合介质材料的有效

非线性响应.这些方法各有特点 [10],谱表示方法通
过引入反映微结构的谱密度函数,将表征微结构信
息的参数和物质参数分离, 因此, 只要获得体系的
谱密度函数,就可以计算出体系的有效线性响应和
三阶非线性极化率;对于微扰展开法, 由于弱非线
性响应部分可以看作线性部分的微扰,可通过求解

非线性微分方程及静电边界条件,从而获得非线性

响应的解析表达式,该方法可以用来处理颗粒杂质

与基质均为非线性的情况; T 矩阵法是将体系的有

效非线性响应表示成为一系列矩阵元的形式,通过

求解体系的矩阵元,可以解析地给出复合体系的有

效非线性响应.

最近, 许多学者对非线性复合介质在交流电

场、交直流混合电场作用下有效的非线性响应进

行了研究. 例如, Gu[8] 利用摄动法导出了在外加

直流电场的情形下非线性复合介质的有效电导

率; Yu[11] 利用这种方法得出了球形杂质随机嵌入

基质中所构成复合介质的有效电导率; Yu[12] 研究

了强非线性复合介质的有效直流电导率; Levy[13]

与 Hui[14,15] 给出了非线性复合介质的高阶有效性

响应;在低浓度下, Gu[16] 和Wei[17−19] 得到了 Kerr

型非线性复合介质有效的交流电响应; 在外加简

单交流电场作用下, Chen[20] 和 Wei[21,22] 讨论了非

线性带涂层球形和圆柱形复合介质在各谐波频率

下电势分布和有效的交流电响应, 给出了各响应

之间的关系; Chen[23] 和Wei[24] 研究了在外加交流

电场 Ea = E1 sinωt +E3 sin3ωt 的作用下非线性

Kerr 型复合介质的有效性响应, 给出了基频和三

阶谐波频率情形下的有效非线性响应之间的关系;

Liu[25] 和 Wei[26] 分别研究了在外加直流和交流混
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和电场作用下非线性球形和圆柱形复合介质的有

效交直流电响应; Wei[27] 给出了非线性复合介质

的高阶有效性响应; Natenapit 等 [28] 分别研究了

在外加简单交流、交直流电场作用下弱非线性复

合介质的直到九阶的有效性高阶响应; Li 等 [29]、

Ding 等 [30] 分别研究了梯度型复合介质在外加简

单交流电场作用下的有效性非线性响应; Shen 和

Chen[31,32] 研究了在外加混合电场作用下非线性带

球形和圆柱形涂层复合介质的有效响应; Hao 和

Chen[33] 研究了球形涂层复合介质在外部交流电

场 Ea = E1 sinωt +E3 sin3ωt 作用下的有效响应;

Potisook 等 [34] 讨论了由弱非线性椭圆柱形杂质

随机嵌入线性基质所形成复合介质在外加交流电

场 Ea = E1 sinωt +E3 sin3ωt 作用下的高阶响应;

Ding 等 [35] 利用摄动方法研究了柱形梯度复合介

质在外加交直流电场 Ea =E0(1+ sinωt)作用下的

有效非线性响应等等.

本文研究一种带涂层的圆柱形复合介质,假设

电位移矢量D和电场强度 E 之间满足关系

Dα = σαE+ xα |E|2E, in Ωα,α = i,c,h, (1)

其中下标 α = i,c,h 分别表示对应于杂质颗粒内

部、涂层和基质的物理量, Ωi, Ωc 和 Ωh 分别表示

杂质颗粒内部,涂层和基质所占空间区域, σα 和 χα

分别是线性和非线性介电常数且与外加电场无关.

我们考虑低频过程, 因而电位移矢量 D 和电场强

度 E 分别满足控制方程

∇ ·D = 0, (2)

∇×E = 0, (3)

其边界条件为电势和电位移矢量在内外两种杂质

界面及外层杂质和基质界面上是连续的.

2 非线性交直流电过程的摄动方法

考虑将内层半径为 a,涂层半径为 b的圆柱形

杂质颗粒随机嵌入基质所形成的弱非线性复合介

质, 在本构方程中非线性项远小于线性项. 设外加

电场

Ea =E0 +E1 sinωt +E3 sin3ωt. (4)

沿 x̂轴正向作用于非线性复合介质,这里 E0 = ε0x̂,

E1 = ε1x̂, E3 = ε3x̂.

由于电场强度满足方程 (3), 故存在电势函数
Φα(x, t),满足

Eα =−∇Φα(x, t). (5)

由 (4)式, x点处的电势可展开成如下形式:

Φα(x,ω , t) =Φα
0 (x)+Φα

1 (x)sinωt

+Φα
2 (x)cos2ωt +Φα

3 (x)sin3ωt

+Φα
4 (x)cos4ωt + · · ·

in Ωα , α = i,c,h. (6)

对于弱非线性复合介质,我们可以选用摄动展
开法来处理电势 [8]. 将基质区域的非线性介电常数
χh 作为摄动参数, 则电势 Φα

k (x)可以展开成如下

形式:

Φα
k (x) =Φ0α

k (x)+χhΦ1α
k (x)

+χ2
h Φ2α

k (x)+ · · · ,

in Ωα , α = i,c,h;

k = 0,1,2,3, · · · . (7)

这里下标 k(k = 0,1,2,3, · · ·)表示 k阶谐波频率.
利用电场强度和电势的关系 (5),并把方程 (6)

和 (7) 代入到方程 (1) 中, 则可以得到电位移矢量
D在杂质和基质区域的摄动展开式为

Dα(x,ω , t) =Dα
0 (x)+Dα

1 (x)sinωt

+Dα
2 (x)cos2ωt +Dα

3 (x)sin3ωt

+ · · · , α = i,c,h. (8)

这里,局部电位移矢量Dα
k (x)可写成

Dα
k =D0α

k +χhD
1α
k +χ2

hD
2α
k

+ · · · , inΩα , α = i,c,h,

k = 0,1,2,3, · · · . (9)

如果 (9)式中每一项满足相应的控制方程, 则
控制方程 (2)将成立,于是得到一组关于Dα

k (x)的

方程:

∇ ·Dsα
k (x) = 0, α = i,c,h;

s = 0,1,2,3, · · · , k = 0,1,2,3, · · · ; (10)

这里上标 s(s = 0,1,2,3, · · ·)表示所对应物理量的 s
阶摄动展开.
电势和电位移矢量在边界处分别满足如

下条件:

Φ si
k (x) =Φ sc

k (x), n̂ ·Dsi
k (x)
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=n̂ ·Dsc
k (x), on∂Ωi,

s = 0,1,2,3, · · · , k = 0,1,2,3, · · · , (11)

Φ sc
k (x) =Φ sh

k (x), n̂ ·Dsc
k (x)

=n̂ ·Dsh
k (x), on∂Ωc,

k = 0,1,2,3, · · · , s = 0,1,2,3, · · · . (12)

这里 ∂Ωi 和 ∂Ωc 表示内外两层杂质界面和外层杂

质与基质界面.
无穷远处的电势满足如下条件:

∂Φ sh
k (x)

∂x

∣∣∣∣
x→∞

=



−ε0, s = 0, k = 0时,

−ε1, s = 0, k = 1时,

−ε3, s = 0, k = 3时,

0, s ̸= 0或当s = 0且k ̸= 0,1,3时.

(13)

3 非线性复合介质的电势分布

由方程 (8), (9),可得在 0, ω , 2ω ,和 3ω 阶谐波
频率下零阶电势所满足的控制方程分别为

σi∇2Φ0i
k = 0, k = 0,1,2,3, in Ωi, (14)

σc∇2Φ0c
k = 0, k = 0,1,2,3, in Ωc, (15)

σh∇2Φ0h
k = 0, k = 0,1,2,3, in Ωh. (16)

利用边界条件 (11)—(13),解上述方程可得在 0, ω ,
3ω 阶谐波频率下零阶电势为

Φ0i
0 (x) =A0(a0 +1)rε0 cosθ , (r 6 a), (17)

Φ0c
0 (x) =A0(a0r+a2r−1)ε0 cosθ ,

(a 6 r 6 b), (18)

Φ0h
0 (x) =(−r+B0b2r−1)ε0 cosθ , (r > b); (19)

Φ0i
1 (x) =A0(a0 +1)rε1 cosθ , (r 6 a), (20)

Φ0c
1 (x) =A0(a0r+a2r−1)ε1 cosθ ,

(a 6 r 6 b), (21)

Φ0h
1 (x) =(−r+B0b2r−1)ε1 cosθ , (r > b); (22)

Φ0i
3 (x) =A0(a0 +1)rε3 cosθ , (r 6 a), (23)

Φ0c
3 (x) =A0(a0r+a2r−1)ε3 cosθ ,

(a 6 r 6 b), (24)

Φ0h
3 (x) =(−r+B0b2r−1)ε3 cosθ , (r > b); (25)

其中, A0,B0 和 a0 分别为

A0 =
2(σi −σc)σh

(σi +σc)(σc +σh)+(σi −σc)(σc −σh)
(a

b

)2 ,

(26)

B0 = A0

(
a0 +

a2

b2

)
+1, (27)

a0 =
σi +σc

σc −σi
. (28)

由 2ω 阶谐波频率下零阶电势所满足的控制方程及
边界条件可得

Φ0α
2 (x) = 0, α = i,c,h. (29)

为进一步推导,先给出如下在不同谐波频率下一阶

电势所满足的控制方程

σα∇2Φ1α
0 +βα ∇ ·

[(
|∇Φ0α

0 |2 + 1
2
|∇Φ0α

1 |2

+
1
2
|∇Φ0α

3 |2
)

∇Φ0α
0 + |∇Φ0α

0 ·∇Φ0α
1 |∇Φ0α

1

+ |∇Φ0α
0 ·∇Φ0α

1 |∇Φ0α
3

]
= 0, (30)

σα∇2Φ1α
1 +βα ∇ ·

[
2|∇Φ0α

0 ·∇Φ0α
1 |∇Φ0α

0

+

(
|∇Φ0α

0 |2 + 3
4
|∇Φ0α

1 |2 − 1
2
|∇Φ0α

1 ·∇Φ0α
3 |

+
1
2
|∇Φ0α

3 |2
)

∇Φ0α
1 +

(
− 1

4
|∇Φ0α

1 |2

+ |∇Φ0α
1 ·∇Φ0α

3 |
)

∇Φ0α
3

]
= 0, (31)

σα∇2Φ1α
2 +βα ∇ ·

[(
− 1

2
|∇Φ0α

1 |2 + |∇Φ0α
1

·∇Φ0α
3 |

)
∇Φ0α

0 +

(
−|∇Φ0α

0 ·∇Φ0α
1 |

+ |∇Φ0α
0 ·∇Φ0α

3 |
)

∇Φ0α
1

+
1
2
|∇Φ0α

0 ·∇Φ0α
1 |∇Φ0α

3

]
= 0, (32)

σα∇2Φ1α
3 +βα ∇ ·

[
2|∇Φ0α

0 ·∇Φ0α
3 |∇Φ0α

0

+

(
− 1

4
|∇Φ0α

1 |2 + |∇Φ0α
1 ·∇Φ0α

3 |
)

∇Φ0α
1

+

(
|∇Φ0α

0 |2 + 1
2
|∇Φ0α

1 |2
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+
3
4
|∇Φ0α

3 |2
)

∇Φ0α
3

]
= 0, (33)

这里 βα = χα/χh, α = i,c,h.
利用边界条件 (11)—(13), 可得在 0, ω , 2ω 和

3ω 阶谐波频率下的一阶电势分别为

Φ1i
0 (x) =(A1i

0 r cosθ +A3i
0 r3 cos3θ)

×
(

ε3
0 +

3
2

ε0ε2
1 +

3
2

ε0ε2
3

)
,

(r 6 a), (34)

Φ1c
0 (x) =

[
(A1c

0 r+C1c
0 r−1 +C2c

0 a4r−3

+C3c
0 a6r−5)cosθ +(A3c

0 r3 +D1c
0 r−3

+D2c
0 r−1)cos3θ

]
×
(

ε3
0 +

3
2

ε0ε2
1 +

3
2

ε0ε2
3

)
,

(a 6 r 6 b), (35)

Φ1h
0 (x) =

[
(C1h

0 r−1 +C2h
0 r−3 +C3h

0 r−5)cosθ

+(D1h
0 r−3 +D2h

0 r−1)cos3θ
]

×
(

ε3
0 +

3
2

ε0ε2
1 +

3
2

ε0ε2
3

)
,

(r > b), (36)

Φ1i
1 (x) =(A1i

1 r cosθ +A3i
1 r3 cos3θ)

(
3ε2

0 ε1 +
3
4

ε3
1

− 3
4

ε2
1 ε3 +

3
2

ε1ε2
3

)
, (r 6 a), (37)

Φ1c
1 (x) =

[(
A1c

1 r+C1c
1 r−1 +C2c

1 a4r−3 +C3c
1 a6r−5)

× cosθ +
(
A3c

1 r3 +D1c
1 r−3

+D2c
1 r−1)cos3θ

](
3ε2

0 ε1 +
3
4

ε3
1

− 3
4

ε2
1 ε3 +

3
2

ε1ε2
3

)
, (a 6 r 6 b), (38)

Φ1h
1 (x) =

[(
C1h

1 r−1 +C2h
1 r−3 +C3h

1 r−5)cosθ

+
(
D1h

1 r−3 +D2h
1 r−1) · cos3θ

]
×
(

3ε2
0 ε1 +

3
4

ε3
1 −

3
4

ε2
1 ε3 +

3
2

ε1ε2
3

)
,

(r > b), (39)

Φ1i
2 (x) =

(
A1i

2 r cosθ +A3i
2 r3 cos3θ

)

×
(
− 3

2
ε0ε2

1 +3ε0ε1ε3

)
, (r 6 a), (40)

Φ1c
2 (x) =

[(
A1c

2 r+C1c
2 r−1 +C2c

2 a4r−3 +C3c
2 a6r−5)

× cosθ +
(
A3c

2 r3 +D1c
2 r−3

+D2c
2 r−1)cos3θ

]
×
(
− 3

2
ε0ε2

1 +3ε0ε1ε3

)
,

(a 6 r 6 b), (41)

Φ1h
2 (x) =

[(
C1h

2 r−1 +C2h
2 r−3 +C3h

2 r−5)cosθ

+
(
D1h

2 r−3 +D2h
2 r−1)cos3θ

]
×
(
− 3

2
ε0ε2

1 +3ε0ε1ε3

)
, (r > b), (42)

Φ1i
3 (x) =

(
A1i

3 r cosθ +A3i
3 r3 cos3θ

)
×
(

3ε2
0 ε3 −

1
4

ε3
1 +

3
2

ε2
1 ε3 +

3
4

ε3
3

)
,

(r 6 a), (43)

Φ1c
3 (x) =

[(
A1c

3 r+C1c
3 r−1

+C2c
3 a4r−3 +C3c

3 a6r−5)cosθ

+
(
A3c

3 r3 +D1c
3 r−3 +D2c

3 r−1)cos3θ
]

×
(

3ε2
0 ε3 −

1
4

ε3
1 +

3
2

ε2
1 ε3 +

3
4

ε3
3

)
,

(a 6 r 6 b), (44)

Φ1h
3 (x) =

[(
C1h

3 r−1 +C2h
3 r−3 +C3h

3 r−5)cosθ

+
(
D1h

3 r−3 +D2h
3 r−1)cos3θ

]
×
(

3ε2
0 ε3 −

1
4

ε3
1 +

3
2

ε2
1 ε3 +

3
4

ε3
3

)
,

(r > b). (45)

本文研究在交直流混合电场作用下,圆柱形带
涂层非线性复合介质的有效性响应,这里我们只给
出在后面对计算有效性响应有用的系数

A1i
0 =

A3
0

σi +σc

[
2σcF1

σc −σh

σi +σc

(
a
b

)2

−1
]

×
[

βi(a0 +1)3 +βcF3

]
+

2σc

σi +σc
F1(F2 +βcA3

0F4), (46)
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A1c
0 =F1

{
F2 +

σc −σh

σi +σc
A3

0

(
a
b

)2

×
[
βi(a0 +1)3 +βcF3

]}
+F1βcA3

0F4, (47)

C2c
0 =

βc

σc
A3

0a0, C3c
0 =− βc

6σc
A3

0, (48)

C2c
1 =C2c

0 , C3c
1 =C3c

0 ,

A1i
1 =A1i

0 , A1c
1 = A1c

0 . (49)

这里,

F1 =
−(σi +σc)

(σi +σc)(σc +σh)+(σi −σc)(σc −σh)
(a

b

)2 ,

F2 =
1
3

B3
0 +2B0 +1, F3 =−a3

0 +2a2
0 +

1
3
,

F4 =− 1
6

(
a
b

)6(
1+

σh

σc

)
−a0

(
a
b

)4(
1− σh

σc

)

+a0

(
a
b

)2(
1− σh

σc

)
− 1

6

(
a
b

)2(
1− σh

σc

)

−2a2
0

(
a
b

)2

+a3
0.

4 有效的交流直流电响应

在低杂质浓度下, 利用文献 [8]研究复合介质
有效的直流电响应方法,可得

1
V

∫
V

[
D(x,ω, t)− (σhE(x,ω, t)

+ xh|E(x,ω , t)|2E(x,ω, t))
]
dV

=D̄(ω, t)−
[
σhĒ(ω , t)

+ xh|Ē(ω, t)|2Ē(ω, t)
]
, (50)

这里 V = Ωi +Ωc +Ωh. D̄和 Ē 分别表示电位移矢

量和电场强度在整个场内的体积平均.
由于方程 (50)的左边在区域 Ωh 内为零,故可

简化成如下形式:
1
V

∫
Ωi+Ωc

[
D(x,ω, t)− (σhE(x,ω , t)

+ xh|E(x,ω, t)|2E(x,ω, t))
]
dV

=D̄(ω , t)−
[
σhĒ(ω, t)

+ xh|Ē(ω , t)|2Ē(ω , t)
]
. (51)

因为本构关系是三次非线性的,所以在外加电
场 Ea =E0 +E1 sinωt +E3 sin3ωt 作用下,电位移

矢量包含很多谐波分量,复合介质的有效的交直流
电响应可定义如下:

D̄(ω, t) =D̄0 +D̄1 sinωt +D̄2 cos2ωt

+D̄3 sin3ωt + · · · , (52)

其中 D̄n = σ∗
nωĒ+χ∗

nω |Ē|2Ē+ · · · , n = 0,1,2,3, · · · ;
σ∗

nω 和 χ∗
nω 是 n阶谐波频率 nω 下所对应的线性和

非线性有效介电常数.
在 x点的电场强度为

Eα(x,ω , t) =Eα
0 (x)+Eα

1 (x)sinωt

+Eα
2 (x)cos2ωt +Eα

3 (x)sin3ωt + · · ·

=−
[
∇Φ0α

0 (x)+ xh∇Φ1α
0 (x)+ · · ·

]
−
[
∇Φ0α

1 (x)+ xh∇Φ1α
1 (x)

]
sinωt

−
[
∇Φ0α

2 (x)+ xh∇Φ1α
2 (x)

+ · · ·
]

cos2ωt

−
[
∇Φ0α

3 (x)+ xh∇Φ1α
3 (x)

]
sin3ωt

+ · · · . (53)

将方程 (53) 和方程 (52) 代入到方程 (51) 中, 就可
以得到圆柱形带涂层非线性复合介质的有效性响

应为

在零阶频率下,

σ∗
0,0 =σh − (σi −σh)A0(a0 +1) fi

− (σc −σh)A0a0 fc, (54)

χ∗
0,0 =xh −

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi +(σc −σh)

×
(

A1c
0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (55)

χ∗
0(ω)2,0 =

3
2

xh −
3
2

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

2
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi +(σc −σh)
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×
(

A1c
0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (56)

χ∗
0(3ω)2,0 =

3
2

xh −
3
2

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

2
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi +(σc −σh)

×
(

A1c
0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
; (57)

在基频 ω 下,

σ∗
ω ,ω =σh − (σi −σh)A0(a0 +1) fi

− (σc −σh)A0a0 fc, (58)

χ∗
02(ω),ω =3xh −3

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
−3xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi +(σc −σh)(A1c
0

− a2

b2 C2c
0 − a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (59)

χ∗
(ω3),ω =

3
4

xh −
3
4

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

4
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (60)

χ∗
(ω2)3ω ,ω =− 3

4
xh +

3
4

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
+

3
4

xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (61)

χ∗
ω(3ω)2,ω =

3
2

xh −
3
2

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

2
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
; (62)

在二次谐波频率 2ω 下,

σ∗
2ω,2ω =σh − (σi −σh)A0(a0 +1) fi

− (σc −σh)A0a0 fc, (63)

χ∗
0(ω2),2ω =− 3

2
xh +

3
2

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
+

3
2

xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (64)

χ∗
0(ω)3ω,2ω =3xh −3

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
−3xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
; (65)

在三次谐波频率 3ω 下,

σ∗
3ω,3ω =σh − (σi −σh)A0(a0 +1) fi

− (σc −σh)A0a0 fc, (66)
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χ∗
02(3ω),3ω =3xh −3

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
−3xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (67)

χ∗
(ω3),3ω =− 1

4
xh +

1
4

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
+

1
4

xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (68)

χ∗
(ω2)3ω,3ω =

3
2

xh −
3
2

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

2
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
, (69)

χ∗
(3ω)3,3ω =

3
4

xh −
3
4

[
(xi − xh)A3

0(a0 +1)2 fi

+(xc − xh)A3
0

(
a3

0 +a0
a2

b2

)
fc

]
− 3

4
xh

[
(σi −σh)A1i

0 fi

+(σc −σh)

(
A1c

0 − a2

b2 C2c
0

− a2

b2

(
1+

a2

b2

)
C3c

0

)
fc

]
. (70)

这里 fi, fc 分别是杂质核和涂层所占有的体积百分

比, a2/b2 = fi( fi + fc),系数 A0, B0, a0, A1i
0 , A1c

0 , C2c
0 ,

C3c
0 , A1i

1 , A1c
1 , C2c

1 , C3c
1 分别由 (26)—(28), (46)—(49)

式给出.

由 (17)—(28), (34)—(49), (54)—(70)式可知,有
效的非线性响应不仅包含外加交直流电场的直流

分量、交流基频分量和三阶谐波频率分量之间的

相互作用,还包含杂质核、杂质涂层以及基质之间
的相互作用.

5 结论与讨论

本文利用摄动方法研究了弱非线性圆柱形带

涂层复合介质在外加的具有不同振幅和频率的交

直流电场 Ea = E0 +E1 sinωt +E3 sin3ωt 作用下

的有效性响应问题,在低杂质浓度下给出了非线性
复合介质在各阶谐波频率下的有效性响应.
与文献 [15—25, 28—30] 的研究相比, 这里所

研究的非线性复合介质结构更为复杂,且外加电场
包含直流分量、交流基频分量和三阶谐波分量,所
以有效的非线性响应不仅包含外加交直流电场的

直流分量、交流基频分量和三阶谐波频率分量之

间的相互作用,还包含杂质核、杂质涂层以及基质
之间的相互作用. 此外, 由于外加电场含有直流分
量以及复合介质的非线性特点, 带圆柱形涂层的
非线性响应 (54)—(70) 中存在二次谐波频率的表
达式.
通过比较,可以得到如下关系:

σ∗
ω,ω = σ∗

2ω,2ω = σ∗
3ω,3ω = σ∗

0,0,

χ∗
0(ω)2,0 = χ∗

0(3ω)2,0 = χ∗
ω(3ω)2,ω = χ∗

ω2(3ω),3ω =
3
2

χ∗
0,0,

χ∗
0(ω2),2ω =−3

2
χ∗

0,0,

χ∗
02(ω),ω = χ∗

0(ω)3ω,2ω = χ∗
02(3ω),3ω = 3χ∗

0,0,

χ∗
(ω3),ω = χ∗

(3ω)3,3ω =
3
4

χ∗
0,0,

χ∗
(ω)23ω,ω =−3

4
χ∗

0,0,

χ∗
(ω3),3ω =−1

4
χ∗

0,0.

由此可知,若已知非线性复合介质零阶频率下
的有效性响应,则利用这些关系可以估计这种非线
性复合介质在基频、二次及三次谐波频率下的有

效性响应.
最后, 若 ε3 = 0或 σc = σh 和 χc = χh, 即外加

电场为 Eα = E0 +E1 sinωt 或复合介质为不带涂

层的非线性圆柱形复合介质时,这里所得结果即可
简化为 Shen[31,32]的结果.
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Effective response to external DC and AC electric
field in nonlinear cylindrical coated composite∗
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Abstract
By using the perturbation method, an effective nonlinear direct current (DC) and alternating current (AC) response of nonlinear

composites with cylindrical coated inclusions randomly embedded in a host medium is studied under the action of an external electric

field Ea =E0 +E1 sinωt +E3 sin3ωt with different amplitudes and frequencies. The local potentials of composite at all harmonics
are given in the inclusion core, the coated layer and the host regions. All effective nonlinear responses of composites and the rela-

tionship between the effective nonlinear responses at all harmonics are also deduced for the cylindrical coated inclusions in a dilute
limit.
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