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一类厄尔尼诺海 -气时滞振子的渐近解*
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研究了一类厄尔尼诺 -南方涛动机制.利用奇异摄动理论和方法求出了厄尔尼诺 -南方涛动模型的外部解及初

始层校正项.从而得到问题解的渐近展开式,并讨论了解的渐近性态.
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1 引 言

厄尔尼诺 - 南方涛动是分别发生在热带大气

和海洋中的异常事件.厄尔尼诺 -南方涛动事件严

重地影响全球气候和生态等方面的变化. 因此对它

的规律的研究和预防为学术界所关注. 许多学者已

经对它的局部、整体的性态做了研究 [1−13]. 厄尔

尼诺大气物理的振荡需要海 - 气流动的正负两种

反馈. 这种异常决定了海表温度 (SST) 变化, 它和

南方涛动流动强度有关,这导致弱信风沿着赤道行

进. 弱信风驱动着海洋流动变化,又加强了 SST的

异常. 正的海洋 -大气反馈和耦合海洋 -大气的不

稳定性导致了赤道太平洋不断变暖. 振子模型需考

虑东、西太平洋两者的异常. 在一定的假设下, 它

将被归化为一个简单振子模型.
非线性理论在学术界的研究中是一个十分热

门的对象 [14], 许多学者做了大量的工作 [15−17], 并

解决了许多数学物理问题.作者等也研究了一些相

应的大气物理、海洋科学等非线性问题 [18−24].
本文是讨论一类厄尔尼诺 -南方涛动海 -气时

滞耦合系统的模型,利用奇异摄动理论和方法较简

捷地得到了相应模型解的渐近性态.

2 海 -气时滞厄尔尼诺 -南方涛动耦合
模型和外部解

今考虑如下一个厄尔尼诺 -南方涛动海 -气时

滞耦合系统 [4]:

dT
dt

= aT −bτ(t −δ )− ε f (T ), (1)

εc
dτ
dt

= dT −Rτ(t −δ )− εg(τ), (2)

T |t=0 = T0 , (3)

τ(t) = τ0, −δ 6 t 6 0, (4)

式中 T 为赤道东太平洋 SST异常, τ 为信风强度异
常,参数 a, b, c, d, δ 和 ε 为正常数, δ 表示时滞数, R

为正的阻尼系数,初始值 T0, τ0为常数, ε f (T ), εg(t)

为扰动项,其中 f , g关于其自变量充分的光滑函数.

(1) 式右边第一项表示耦合系统的正反馈, 第二项

表示西太平洋边界反射波的负反馈. 方程 (2)表示

联系到温度异常的信风强度异常. 在本文中我们假

设 ε 和 δ 为小参数. 因此模型 (1)—(4)为带有小时
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滞量的厄尔尼诺 -南方涛动海 -气振子奇异摄动耦
合系统的模型.
首先考虑问题 (1)—(4)的外部解 (T̄ , τ̄). 设

T̄ (t) =
∞

∑
i, j=0

T̄i j(t)ε iδ j,

τ̄(t) =
∞

∑
i, j=0

τ̄i j(t)ε iδ j, (5)

再将时滞函数按 ε , δ 的幂展开

τ̄(t −δ ) =
∞

∑
k=0

(−1)k

k!
dk

dtk τ̄(t)δ k

=
∞

∑
i, j=0

[
j

∑
k=0

(−1)k

k!
dk

dtk [τ̄i( j−k)(t)]

]
ε iδ j. (6)

将 (5), (6) 式代入 (1)—(3) 式, 按 ε , δ 展开非线性
项,合并 ε iδ j 的同次幂项,并分别令各次幂的系数
为零. 由 ε0δ 0 的系数为零,得

dT̄00

dt
= aT̄00 −bτ̄00, (7)

dT̄00 −Rτ̄00 = 0, (8)

T̄00 |t=0 = T0 . (9)

显然,问题 (7)—(9)的解为

T̄00(t) = T0 exp
(aR−bd

R
t
)
, (10)

τ̄00(t) =
dT0

R
exp
(aR−bd

R
t
)
. (11)

由 ε iδ j (i, j = 1,2, · · · , i+ j ̸= 0)的系数为零,得

dT̄i j

dt
=aT̄i j −bτ̄i j −bς̄i j − F̄(i−1) j, (12)

dT̄i j −Rτ̄i j =Rς̄i j + Ḡ(i−1) j + c
dτ̄(i−1) j

dt
, (13)

T̄i j
∣∣
t=0 =0, (14)

其中

ς̄i0 = 0,

ς̄i j(t) =
j

∑
k=1

(−1)k

k!
dk

dtk [τ̄i( j−k)(t)] ( j ̸= 0),

F̄i j(t) =
1

i! j!


∂ i+ j f

(
∞
∑

k,l=0
T̄kl(t)εkδ l

)
∂ε i∂δ j


ε=δ=0

,

Ḡi j(t) =
1

i! j!


∂ i+ jg

(
∞
∑

k,l=0
τ̄kl(t)εkδ l

)
∂ε i∂δ j


ε=δ=0

,

它们都是逐次已知的函数,其结构在此略.
由 (12)—(14)式,可得

T̄i j(t) =
∫ t

0

(
b
R

Ḡ(i−1) j(ξ )+
bc
R

dτ̄(i−1) j(ξ )
dξ

− F̄(i−1) j(ξ )
)

× exp
(aR−bd

R
(t −ξ )

)
dξ , (15)

τ̄i j(t) =−
(

ς̄i j(t)+
1
R

Ḡi j(t)+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

)
+

d
R

∫ t

0

(
b
R

Ḡ(i−1) j(ξ )+
bc
R

dτ̄(i−1) j(ξ )
dξ

− F̄(i−1) j(ξ )
)

× exp
(aR−bd

R
(t −ξ )

)
dξ . (16)

由 (10), (11), (15), (16) 式, 将得到的 T̄i j, τ̄i j (i, j =

0,1, · · ·)代入 (5)式,便得到了厄尔尼诺 -南方涛动
海 -气时滞耦合系统 (1)—(4)的外部解.但是外部
解未必满足初始条件 (4). 为此尚需构造模型解的
初始层校正项.

3 海 -气时滞模型解初始层

设厄尔尼诺 - 南方涛动海 - 气时滞耦合系统
(1)—(4)的解 (T (t),τ(t))为

T (t) = T̄ (t)+ εµ(r),

τ(t) = τ̄(t)+ν(r), (17)

其中 r 为为伸长变量: r = t/ε . 将 (17)式代入模型
(1)—(4),得

dµ
dr

=εaµ −bν(εr−δ )

− ε( f (T̄ + εµ)− f (T̄ )), (18)

c
dν
dr

=εdµ −Rν(εr−δ )

− ε(g(τ̄ +ν)−g(τ̄)), (19)

µ |r=0 = 0 , (20)

ν(r) = τ0 − τ̄(εr), −εδ 6 r 6 0. (21)

令

µ(r) =
∞

∑
i, j=0

µi j(r)ε iδ j,

ν(r) =
∞

∑
i, j=0

νi j(r)ε iδ j. (22)
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这时有

ν(r−δ )

=
∞

∑
k=0

(−1)k

k!
dk

dtk ν(r)δ k

=
∞

∑
i, j=0

[ j

∑
k=0

(−1)k

k!
dk

drk [νi( j−k)(r)]
]

r=0
ε iδ j. (23)

将 (22)式代入 (18)—(21)式,按 ε , δ 展开非线性项,

合并 ε iδ j 的同次幂项, 并分别令各次幂的系数为

零. 由 ε0δ 0 的系数为零,得

dµ00

dr
=−bν00(r), (24)

c
dν00

dr
=−Rν00(r), (25)

µ00 |r=0 = 0 , (26)

ν00(r) |r=0 = τ0 −
dT0

R
. (27)

初值问题 (24)—(27)的解为

µ00(r) =
bc
R

(
τ0 −

dT0

R

)(
exp
(
− R

c
r
)
−1
)
,

ν00(r) =
(

τ0 −
dT0

R

)
exp
(
− R

c
r
)
. (28)

由 ε iδ j (i, j = 1,2, · · · , i+ j ̸= 0)的系数为零, 并考

虑到 (23)式,得

dµi j

dr
=aµ(i−1) j(r)−bνi j(r)−bηi j(r)

−F(i−2) j(0), (29)

c
dνi j

dr
=dµ(i−1) j(r)−Rνi j(r)−Rηi j(r)

−G(i−1) j(0), (30)

µi j
∣∣
r=0 =0, (31)

νi j |r=0 (r) =τ0 + ς̄i j(0)+
1
R

Ḡi j(0)

+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

∣∣∣
t=0

, (32)

其中

ηi0(r) =0,

ηi j(r) =
j

∑
k=1

(−1)k

k!
dk

drk [νi( j−k)(r)] ( j ̸= 0),

Fi j(r) =
1

i! j!

[
∂ i+ j

∂ε i∂δ j [µ(r) fT (T (r))]
]

ε=δ=0
,

Gi j(r) =
1

i! j!

[
∂ i+ j

∂ε i∂δ j [µ(r)GT (ν(r))]
]

ε=δ=0
.

它们都是逐次已知的函数.

由 (29)—(32)式,可得

µi j(r)

=
∫ r

0
[aµ(i−1) j −bηi j(ξ )−F(i−2) j(0)]dξ

+
bc
R

(
τ0 + ς̄i j(0)+

1
R

Ḡi j(0)+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

|t=0

)

×
(

exp
(
− R

c
r
)
−1
)

− b
c

∫ r

0

∫ ξ

0

[
dµ(i−1) j(ξ1)−Rηi j(ξ1)−G(i−1) j(0)

]
× exp

(
− R

c
(ξ −ξ1)

)
dξ1 dξ , (33)

νi j(r)

=

(
τ0 + ς̄i j(0)+

1
R

Ḡi j(0)+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

|t=0

)

× exp
(
− R

c
r
)

+
1
c

∫ r

0

[
dµ(i−1) j(ξ )−Rηi j(ξ )−G(i−1) j(0)

]
× exp

(
− R

c
(r−ξ )

)
dξ . (34)

由 (28), (33), (34)式,将得到的 µi j, νi j (i, j = 0,1, · · ·)
代入 (22) 式, 我们便得到了系统 (1)—(4) 的初始

层校正项 (εµ(r),ν(r)). 再由 (17) 式, 便得到厄尔

尼诺 -南方涛动海 -气时滞耦合系统 (1)—(4)的渐

近解 (T, τ)的合成展开式:

T (t)

=T0 exp
(aR−bd

R
t
)
+

bc
R

ε
(

τ0 −
dT0

R

)
×
(

exp
(
− Rt

cε

)
−1
)

+
M

∑
i, j=0,i+ j ̸=0

[∫ t

0

( b
R

Ḡ(i−1) j(ξ )+
bc
R

dτ̄(i−1) j(ξ )
dξ

− F̄(i−1) j(ξ )
)

exp
(aR−bd

R
(t −ξ )

)
dξ
]

ε iδ j

+
M−1

∑
i=0

M

∑
j=0,i+ j ̸=0

[∫ t/ε

0

[
aµ(i−1) j −bηi j(ξ )

−F(i−2) j(0)
]

dξ +
bc
R

(
τ0 + ς̄i j(0)+

1
R

Ḡi j(0)

+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

∣∣∣
t=0

)(
exp
(
− R

c
r
)
−1
)

− b
c

∫ r

0

∫ ξ

0

[
dµ(i−1) j(ξ1)−Rηi j(ξ1)−G(i−1) j(0)

]
× exp

(
− R

c
(ξ −ξ1)

)
dξ1 dξ

]
ε i+1δ j +O(λ ),
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0 < λ = max(εMδ M+1,εM+1δ M)≪ 1. (35)

τ(t)

=
dT0

R
exp
(aR−bd

R
t
)
+
(

τ0 −
dT0

R

)
exp
(
− R

cε
t
)

+
M

∑
i, j=0,i+ j ̸=0

[∫ t

0

( b
R

Ḡ(i−1) j(ξ )+
bc
R

dτ̄(i−1) j(ξ )
dξ

− F̄(i−1) j(ξ )
)

exp
(aR−bd

R
(t −ξ )

)
dξ

+ ε
[(

τ0 + ς̄i j(0)+
1
R

Ḡi j(0)+
c
R

dτ̄(i−1) j(t)
dt

∣∣∣
t=0

)
× exp

(
− R

c
r
)

+
1
c

∫ r

0

[
dµ(i−1) j(ξ )−Rηi j(ξ )−G(i−1) j(0)

]
× exp

(
− R

c
(r−ξ )

)
dξ
]

ε iδ j +O(λ ),

0 < λ = max(εMδ M+1,εM+1δ M)≪ 1. (36)

由 (35), (36) 式看出, 模型参数在 aR− bd < 0

时, 海 -气时滞耦合系统 (1)—(4)的渐近解是稳定

的. 但当 aR− bd > 0 时, 厄尔尼诺 - 南方涛动海 -

气时滞耦合系统 (1)—(4)的渐近解是不稳定的,这

时厄尔尼诺 -南方涛动事件将对气候产生很大的变

化. 因此,我们可利用渐近解 (35), (36)式对 SST异

常和信风强度异常进行测算,从而做出预报.

4 厄尔尼诺 - 南方涛动物理模型的性
态

利用渐近方法厄尔尼诺 -南方涛动海 -气时滞

耦合系统求近似解, 是一个有效的方法. 得到的解

能描述其性态. 下面在举例中,不失一般性,我们简

单设无量纲参数.

模型 1 设 b = 2, a = c = R = 1, f = lnT , g = 0

和初值 T0 = 1, τ0 = 2. 这时厄尔尼诺 -南方涛动海 -

气时滞耦合系统 (1)—(4)为

dT
dt

=T −2τ(t −δ )− ε lnT, (37)

ε
dτ
dt

=T − τ(t −δ ), (38)

T |t=0 =1, (39)

τ(t) =2, −δ 6 t 6 0. (40)

现利用上述奇摄动方法求出问题 (37)—(40)的渐近

解.由 (10), (11), (15), (16)式知,问题 (37)—(40)的

外部解和初始层有关的前几项为

T̄00(t) = exp(−t), τ̄00(t) = exp(−t),

T̄01(t) = 0, τ̄01(t) =−exp(−t),

T̄10(t) = t(1−2exp(−t)),

τ̄10(t) = t +(1−2t)exp(−t),

µ00(t/ε) = 2(exp(−t/ε)−1),

ν00(t/ε) = exp(−t/ε),

v10(t/ε) = 3exp(−t/ε)+2(t/ε)exp(−t/ε)−2.

由上述得到的结果,再由 (35), (36)式,便有厄

尔尼诺 -南方涛动海 -气时滞耦合系统 (37)—(40)

的渐近解:

T (t) =exp(−t)+ ε[t(1−2exp(−t))

+2(exp(−t/ε)−1)]+O(λ ),

0 < λ = max(ε2,εδ ,δ 2)≪ 1, (41)

τ(t) =[exp(−t)+ exp(−t/ε)]

+δ [−exp(−t)+(3− t/ε)exp(−t/ε)]

+ ε[t +(1−2t)exp(−t)+3exp(−t/ε)

+2(t/ε)exp(−t/ε)−2]+O(λ ),

0 < λ = max(ε2,εδ ,δ 2)≪ 1. (42)

由 (41), (42) 式, 可以得到厄尔尼诺 - 南方涛动

海 - 气时滞耦合系统 (37)—(40) (aR− bd < 0) 渐

近解 (T (t),τ(t))在小参数 ε = δ = 0.01时的曲线图

形 (参见图 1,图 2)

图 1 海表温度 T (t)曲线分布曲线 (ε = δ = 0.01)

在模型 1中,从表示式 (41), (42)和图 1,图 2都

说明了解是渐近稳定的. 这意味着对应的海 -气时

滞耦合振子 (aR− bd < 0)将随时间的增大而逐渐

平息.
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图 2 信风强度 τ(t)曲线分布曲线 (ε = δ = 0.01)

模型 2 设 a = 2, b = c = R = 1, f = lnT , g = 0
和初值 T0 = 1, τ0 = 2. 这时厄尔尼诺 -南方涛动海 -
气时滞耦合系统 (1)—(4)为

dT
dt

=2T − τ(t −δ )− ε lnT, (43)

ε
dτ
dt

=T − τ(t −δ ), (44)

T
∣∣
t=0 =1, (45)

τ(t) =2, −δ 6 t 6 0. (46)

由 (10), (11), (15), (16)式知,问题 (37)—(40)的外部
解和初始层的前几项为

T̄00(t) = exp t, τ̄00(t) = exp t,

T̄01(t) = 0, τ̄01(t) = exp t,

T̄10(t) = t(exp t +1), τ̄10(t) = exp t,

µ00(t/ε) = exp(−t/ε)−1, ν00(r) = exp(−t/ε),

ν01(t/ε) = (1− t/ε)exp(−t/ε),

ν10(t/ε) = 4exp(−t/ε)+(t/ε)exp(t/ε)−1.

由上述得到的结果,再由 (35), (36)式便有厄尔
尼诺 -南方涛动海 -气时滞耦合系统 (43)—(47)的
渐近解:

T (t) =exp t + ε[t(exp t +1)+ exp(−t/ε)−1]+O(λ ),

0 < λ = max(ε2,εδ ,δ 2)≪ 1, (47)

τ(t) =[exp t + exp(−t/ε)]+δ [(1− t/ε)exp(−t/ε)]

+ ε[exp t +4exp(−t/ε)+(t/ε)exp(t/ε)−1]

+O(λ ),

0 < λ = max(ε2,εδ ,δ 2)≪ 1. (48)

由 (47), (48)式,可以得到厄尔尼诺 -南方涛动
海 -气时滞耦合系统 (43)—(46) (aR−bd > 0)渐近

解 (T (t),τ(t))在小参数 ε = δ = 0.01时的曲线图形
(参见图 3,图 4)

图 3 海表温度 T (t)曲线分布曲线 (ε = δ = 0.01)

图 4 信风强度 τ(t)曲线分布曲线 (ε = δ = 0.01)

在模型 2中,从表示式 (47), (48)和图 3,图 4都
说明了解是渐近不稳定的. 这意味着对应的海 -气
时滞耦合振子 (aR− bd > 0) 将随时间的增大而逐
渐增大, 从而使海表温度和信风强度发生异常, 这
将有可能形成气候紊乱,导致对全球气候和生态状
况的灾害. 为此我们需要对这种现象进行研究和预
测, 以便力求在发生灾害前和灾害时采取措施, 避
免或减少灾害的程度.然而本文寻求的渐近解就可
能做到这样的预测.
由两个模型例子的表示式和图形也可明显地

看出,对应的信风强度 τ(t)具有初始层现象.这也
符合实际情况.

5 结 论

利用奇异摄动方法求厄尔尼诺 -南方涛动海 -
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气时滞耦合系统的渐近解是一个简单而有效的方

法. 得到的解能够说明问题解的特性. 同时渐近解

(33), (34)是解析的表示式. 因此对它们还可以继续

进行微分、积分等解析运算,以便得到其他相关物

理量的性态. 然而利用简单的数值模拟的方法是办

不到的.
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Abstract
A class of coupled system of the El Niño-southern oscillation mechanism is studied. Using the singular perturbation theory and

method, the outer solution and the initial layer corrective term of the model are solved. And then, the asymptotic expansion of the
solution for the problem is obtained and the asymptotic behavior of solution is considered.
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