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用 Hamilton-Jacobi方法研究了动态球对称 Einstein-Yang-Mills-Chern-Simons黑洞事件视界处的隧穿辐射特征

及其黑洞事件视界处的温度.其结果表明,黑洞温度及隧穿率与黑洞的固有性质及其动态特征有关. 这对于进一步

研究动态黑洞的热力学性质及其相关问题是有意义的. 其方法的重要意义在于研究这类动态黑洞的霍金辐射时,不

仅适用于标量场隧穿辐射的情形,同时也适用于研究旋量场、矢量场以及引力波的隧穿辐射.
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1 引 言

1974年霍金证明在黑洞视界附近,由于剧烈的
量子效应, 黑洞可以辐射出粒子, 这种辐射被证明
是一种热辐射,这就是著名的霍金辐射 [1,2]. 霍金辐
射理论的创立成为黑洞热力学的基础,这个效应暗
示着广义相对论、量子理论以及热力学和统计物

理理论之间深刻的关联, 因此, 这个理论吸引了许
多物理学家的注意. 关于产生霍金辐射的机制主要
存在着两种在物理上等效的解释. 其中一种解释认
为,黑洞视界外附近的强烈的量子涨落现象会导致
正负粒子对的出现, 随后负能粒子落入黑洞, 而正
能粒子辐射到无穷远处形成霍金辐射 [3−10]. 另一
种解释基于量子隧穿效应,这种观点认为黑洞内部
的虚粒子在视界处由于量子效应隧穿至黑洞视界

之外形成了霍金辐射 [11−33]. 按照后一种观点,人们
通常也称黑洞的霍金辐射为隧穿辐射.
半个世纪以来,人们已经提出了各种研究黑洞

霍金辐射的方法. 其中 Parikh 和 Wilczek [18] 提出

的使用作用量积分的方法是一种非常简便的方法.

后来, 人们在他们研究思路的基础上又提出了用

半经典的 Hamilton-Jacobi方程研究黑洞隧穿辐射.

研究者已经在前人研究的基础上运用随动坐标变

换研究了动态黑洞的霍金辐射、隧穿率以及霍金

温度 [16,17]. 近来, Mann和 Kerner [27,28] 又将隧穿辐

射理论运用于黑洞费米子隧穿理论中. 随后, 人们

对各种 4维、低维和 5维黑洞视界处的费米子隧穿

辐射进行了研究 [29−33]. 我们则进一步证明了在弯

曲时空中的 Dirac 方程情形同样可以用 Hamilton-

Jacobi方程半经典的形式描述其 Dirac粒子的动力

学行为, 所以, 这个工作暗示 Hamilton-Jacobi 方程

可以普遍地描述黑洞视界处各种性质的粒子的隧

穿辐射 [34−39].

本文对最近提出的一种 Einstein-Yang-Mills-

Chern-Simons (EYMCS)黑洞事件视界附近的隧穿

辐射行为进行研究.由于这个黑洞的度规是动态的,

因此我们首先讨论黑洞的事件视界;接着引入随动

坐标变换研究黑洞事件视界处的隧穿辐射,最后得

到黑洞的隧穿率和霍金温度. 在本文研究中, 我们

也将用标量场方程、矢量场方程、Dirac方程以及
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引力波方程研究弯曲时空中的 Hamilton-Jacobi 方
程,证明 Hamilton-Jacobi方程是一个普遍适用的半
经典量子方程.

2 EYMCS黑洞

关于 Einstein-Yang-Mills理论的研究可能为构
建一个统一量子论和引力论的普适物理理论提供

一些有益的结论和方法,所以这一领域的研究也深
深吸引了许多理论物理学家的关注. 近来, Brihaye
等 [40] 在 EYMCS理论中找到了一个五维的稳定且
非阿贝尔的黑洞解.这个黑洞解对于 EYMCS理论
的研究具有十分重要的意义.

考虑在一个 4+1维的时空, EYMCS的作用量
可以写成 [40]

S =
∫

M
d5x

√
−g
{

1
16πG

(R−2Λ)

− 1
4

Tr(FuvFuv)− iκεµυρστ Tr
[
Aτ
(

FuvFρσ

−gFµυ Aρ Aσ +
2
5

g2Aµ Aυ Aρ Aσ
)]}

, (1)

其中, Yang-Mills 项的拉格朗日作用量 LYM =
1
4

Tr(FuvFuv)由 SO(6)规范场 Fµυ = ∂µ Aυ −∂υ Aµ +

g
[
Aυ ,Aµ

]
来定义; 作用量的最后一部分是 Chern-

Simons 项; G 是引力常数, g 是耦合常数, κ 是
Chern-Simons 系数. 在文献 [40] 中, Brihaye 等选
用了一个 SO(4)×SO(2)的 Ansatz

A =
1
g

(
ω (r, t)+1

r
Σi j

xi

r
dx j +V (r, t)Σ56 dt

)
i, j = 1,2,3,4, (2)

这里 Σαβ = −Σ[α Σ̃β ]/4, 而 Σi = −Σ̃i = iγi, Σ5 =

−Σ̃5 = iγ5, Σ6 = Σ̃6 = 1, 这里的 γi 是 Dirac gamma
矩阵,最后他们得到了一个球对称的度规 [40,41]

ds2 =−F2 (r, t) dt2 +
e2Ht

F (r, t)

(
dr2 + r2 dΩ 2

3
)
, (3)

其中

dΩ 2
3 =dψ2 + sin2 ψ

(
dθ 2 + sin2 θ dϕ 2) ,

F (r, t) =V (r, t)

=1+ e−2Ht

(
Q−2

r2 +
2
(
r2 + j

)
(r2 + j/2)2

)
,

Q是电荷参量, Chern-Simons系数 κ = 1/8,而宇宙
学常数 Λ = 6H2,这里的 j是一个待定的参数,它决

定于 ω (r) =
j−2r2

j+2r2 . Brihaye等也对这个解的稳定

性进行了分析,他们的结果表明,当 H 很小的时候,
在小的扰动下这个黑洞可以保持稳定 [40]. 当然,关
于这个时空的更多的细节依然值得进一步研究.
关于稳态黑洞和静态黑洞的霍金辐射研究是

相对成熟的, 但是关于动态黑洞的研究依然存在
许多争议之处. 实际上, 关于黑洞辐射的起源之处
尚有争论, 这是由于在动态黑洞情况下, 黑洞具有
许多种视界, 这些不同定义的视界在非动态时空
中会重合在一起,所以使得非动态黑洞的霍金辐射
起源避免了这些争议. 但是在动态黑洞情况下, 人
们不得不面对霍金辐射到底起源于何处这一问题.
赵峥 [42] 在经过了对动态黑洞深入的研究之后提

出,动态黑洞的热力学性质和霍金辐射依然源于动
态黑洞的事件视界,即零超曲面. 在本文中,我们沿
用这个观点认为黑洞的霍金辐射实际上是源于事

件视界, 其定义依然是黑洞的零超曲面, 在动态的
球对称黑洞中, 零超曲面也一定是球对称的. 因此
我们可以用以下零超曲面来确定这个动态黑洞的

事件视界

−E−1
(

∂ f
∂ t

)2

+B
(

∂ f
∂ r

)2

= 0. (4)

具体地, 在这个动态 EYMCS 时空中, 上式中的
E = F2 (r, t), B = F (r, t) e−2Ht , 而 f 是一个超曲面.

考虑到恒等关系
dr
dt

∂ f
∂ r

+
∂ f
∂ t

= 0,可以得到确定黑

洞事件视界 rh的方程
√

EB
∣∣r=rh = ṙh. 接下来,我们

将运用半经典的 Hamilton-Jacobi 方法求解这个黑
洞事件视界附近的霍金隧穿辐射行为. 为此, 需要
首先证明 Hamilton-Jacobi 方程可以普遍地由各种
量子场推导得出.

3 各种量子方程和 Hamilton-Jacobi 方
程

现代物理学认为组成物质的各种粒子的行为

可以由各种量子场描述,根据粒子的自旋的不同可
以把各种量子场分为标量场、矢量场、旋量场等.
标量场的量子场方程通常称作 Klein-Gordon方程,
在弯曲时空中最小耦合的标量场可以写为

1√
−g

∂
∂xµ

(√
−ggµυ ∂Φ

∂xυ

)
=

m2

h̄2 Φ . (5)

如果把这个方程的波函数写为作用量的形式

Φ = C e
i
h̄ S,把这个形式带入上式,并且忽略掉所有
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含 h̄的小量,就可以从标量场方程推导出 Hamilton-
Jacobi方程

gµυ ∂S
∂xµ

∂S
∂xυ +m2 = 0. (6)

由于这里的 Hamilton-Jacobi 方程是由标量场方程
推导得到的,因此原则上而言只能用于描述标量场
粒子的动力学行为.
接下来对矢量场方程进行研究.在弯曲时空中

一般的矢量场方程可以写为

∇µ Fµυ =
m2

h̄2 Aυ , (7)

这个方程一般叫做 Proca 方程, 这里的 Fµυ =

∇µ Aυ −∇υ Aµ . 当矢量粒子本身没有静止质量, 即
m = 0时,这个方程变成Maxwell方程. 矢量方程由
于多余的自由度的存在,所以通常还需要引入一个
规范条件,可以在这里引入洛伦兹规范 ∇µ Aµ = 0,
于是 Proca方程可以写为

∇2Aυ =
m2

h̄2 Aυ , (8)

然后, 引入波函数的作用量形式 Aυ = aυ e
i
h̄ S. 与

标量场情形相同, 把这个形式带入上式, 并且忽略
掉所有含 h̄ 的小量, 就可以从矢量场方程推导出
Hamilton-Jacobi 方程 (6). 因此这里证明 Hamilton-
Jacobi 方程同样可以描述矢量场粒子的动力学行
为.
关于从描述自旋为 1/2 的旋量场粒子行为的

Dirac方程推导 Hamilton-Jacobi方程的步骤要复杂
一些 [37]. 通常可以把 Dirac方程写为

γµ
(

∂Ψ
∂xµ +

i
2

Γ ab
µ ΠabΨ

)
+

m
h̄

Ψ = 0, (9)

其中 Πab =
i
4
[
γa,γb

]
, 而矩阵 γµ 满足反对易关系{

γa,γb
}
= 2gab. 我们引入旋量场波函数的作用量

形式Ψ = pe
i
h̄ S,注意到这里的 p是一个列矩阵. 把

这个形式带入上式, 并且忽略掉所有含 h̄ 的小量,
Dirac方程可以化为

iγµ ∂S
∂xµ p+mp= 0. (10)

把上式中的 µ 全部换为 υ 依然成立,所以

iγυ ∂S
∂xυ p+mp= 0, (11)

在上式中,在等式两边乘以 −iγµ ∂S
∂xµ ,可以得到

γµ ∂S
∂xµ γ

υ ∂S
∂xυ p− iγµ ∂S

∂xµ mp= 0. (12)

紧接着,借助 (10)式 mp=−iγµ ∂S
∂xµ p,可以把上式

写为

γµγυ ∂S
∂xµ

∂S
∂xυ p+m2p= 0, (13)

同理把上式中的 µ 和 υ 交换则可以得到

γυγµ ∂S
∂xµ

∂S
∂xυ p+m2p= 0, (14)

把 (13)和 (14)式相加并除以 2可以得到

{γυ ,γµ}
2

∂S
∂xµ

∂S
∂xυ p+m2p= 0. (15)

根据 γµ 矩阵反对易关系并可以得到(
gµυ ∂S

∂xµ
∂S
∂xυ +m2

)
p= 0. (16)

如果希望这个方程有非平凡解,则

gµυ ∂S
∂xµ

∂S
∂xυ +m2 = 0. (17)

可见,这正是 Hamilton-Jacobi方程. 从这个推导也
可以总结出 Hamilton-Jacobi 方程同样适用于描述
旋量场费米子动力学行为.
以上的陈述表明 Hamilton-Jacobi 方程可以由

各种量子场推导得出.实际上这个半经典的方程同
样可以由弯曲时空中的引力波方程推导得出.在弯
曲时空背景下, 如果考虑到时空本身有扰动, 并把
这个扰动看成是时空背景下的波动行为,于是可以
把度规写为 [43]

g̃µυ = gµυ + εhµυ +O
(
ε2) , (18)

其中 g̃µυ 是总度规, gµυ 是背景度规, εhµυ 是时空

扰动. 于是根据爱因斯坦场方程和横向规范条件
∇µ hµυ = 0,可以得到引力波方程

∇2hab +Radbchac = 0. (19)

从粒子物理的角度来看, 引力波由自旋为 2 的引
力子组成. 引力子是一种玻色子, 虽然现在也有
一些理论讨论重引力子理论, 但是按照通常的爱
因斯坦广义相对论, 这种粒子是没有静止质量的.
根据前面的思路, 设 hab = qab e

i
h̄ S, 把这个形式带

入弯曲时空中的引力波方程, 并且忽略掉所有含
h̄ 的小量, 就可以从引力波方程推导出无质量的
Hamilton-Jacobi方程

gµυ ∂S
∂xµ

∂S
∂xυ = 0, (20)

这说明 Hamilton-Jacobi 方程可以普遍的描述各种
粒子的动力学行为. 在下一节中, 具体地研究球对
称 EYMCS黑洞事件视界处的隧穿辐射的性质.
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4 EYMCS黑洞的隧穿辐射

根据前面的计算,我们得出了 EYMCS黑洞的
事件视界,为了研究这个黑洞事件视界附近的量子
隧穿行为,首先引入随动坐标变换

dr = dR+ ṙh dt. (21)

在随动坐标中,虽然黑洞的事件视界随着时间变化,
但是观测者也随着这个事件视界的变化而运动.于
是,这个黑洞的度规可以写为

ds2 =
(
B−1ṙ2

h −E
)

dt2

+B−1 (dR2 +2ṙh dRdt + r2 dΩ 2
3
)
, (22)

其逆变度规则可以写为

∂ 2
s =− 1

E
∂ 2

t +2
ṙh

E
∂t∂R

+
(
B−E−1ṙ2

h
)

∂ 2
R +

B
r2 ∂ 2

Ω3
. (23)

把这个度规带入 Hamilton-Jacobi方程,具体可以写
为

− 1
E

(
∂S
∂ t

)2

+2
ṙh

E
∂S
∂ t

∂S
∂R

+
(
B−E−1ṙ2

h
)( ∂S

∂R

)2

+
B
r2

{(
∂S
∂ψ

)2

+
1

sin2 ψ

[(
∂S
∂θ

)2

+
1

sin2 θ

(
∂S
∂ϕ

)2 ]}
+m2 = 0. (24)

由于黑洞的霍金辐射仅仅是径向的物理性质,因此
只需要研究上式的径向部分即可. 所以, 可以将作
用量 S分离变量为 S =W (t,r)Y (ψ ,θ ,ϕ),并且假设
∂W (t,r)

∂ t
= −ω , 可以得到径向的 Hamilton-Jacobi

方程

− ω2

E
−2ω

ṙh

E
∂W
∂R

+
(
B−E−1ṙ2

h
)(∂W

∂R

)2

+m2 −λ
B
r2 = 0, (25)

这里 λ 是分离变量常数. 求解上式方程可以得到
∂W±
∂R

=

ω ±
√

ω2 − ṙ−1
h

(
EBṙ−1

h − ṙh
)
(m2E −λBEr−2 −ω2)

EBṙ−1
h − ṙh

,

(26)

考虑到这个黑洞的事件视界由方程
√

EB
∣∣r=rh = ṙh

决定,在黑洞事件视界处有关系
EB
ṙh

− ṙh =
(√

EB− ṙh

)′
R

=

[
−3e−3Ht

√
F (t,rh)

(
2r
(
r2 +3j/2

)(
r2

h + j/2
)3 +

Q−2
r3

h

)]
R.

(27)

接下来在事件视界附近对 (26)式进行积分,并取虚
部得到其虚部的总量为

ImW = ImW+− ImW−

=
πω

3
2

e−3Ht
√

F (t,rh)

(
2−Q

r3
h

−
2r
(
r2

h +3j/2
)(

r2
h + j/2

)3

) ,

(28)

其中W+是出射解,而W−是入射解. 根据黑洞隧穿
辐射的隧穿率特征,得到

Γ = e−2ImW

=Exp

 −4πω

3e−3Ht
√

F(t,rh)

(
2−Q

r3
h

−
2r
(
r2

h +3j/2
)(

r2
h + j/2

)3

)
 ,

(29)

而黑洞的霍金温度是

TH =
3e−3Ht

4π

[
2−Q

r3
h

−
2r
(
r2

h +3j/2
)(

r2
h + j/2

)3

]
×
√

F (t,rh). (30)

以上理论及其方法的应用,我们得到了动态球对称
EMYCS黑洞的霍金温度,其结果表明,此黑洞的霍
金温度与黑洞荷电参数及黑洞的动态特征有关.

5 结 论

本文用随动坐标系研究了动态球对称黑洞的

隧穿辐射. 本文也证明了弯曲时空中的各种量子场
方程在半经典近似下都可以化为 Hamilton-Jacobi
方程,因此这个方程可以普遍地描述弯曲时空中各
种粒子的动力学行为. 另一方面, 虽然引入了随动
坐标并把霍金辐射视为事件视界处的量子效应,但
是, 我们发现所得结果并不十分简洁和漂亮. 实际
上, 即使不把霍金辐射视为事件视界的性质, 而认
为霍金辐射起源于其他视界,同样会导致或多或少
的不优美的黑洞辐射形式. 这是黑洞动态特征所致.
如果我们重新思考黑洞热力学,发现黑洞热力学的
第零定律的表述是稳态黑洞的温度是一个常数,这
对应着普通的热力学定律. 然而, 黑洞热力学第零
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定律强调的是稳态黑洞的性质,这个定律似乎并不
能完全约束动态黑洞情况. 实际上, 当今人们研究
得最透彻的热力学是平衡态的热力学, 然而, 更实
际的情况是非平衡态热力学.我们推测可能动态黑
洞的性质并不对应于平衡态热力学,而是对应于非
平衡态热力学. 如果这个推测是正确的, 也许会极

大地推动黑洞物理的研究,甚至促进整个理论物理
理论的研究工作.这些内容在物理学和宇宙学的研
究中是非常重要的, 因此, 相关这些前沿课题应该
引起研究者的高度重视,我们下一步的工作将密切
关注这些热点课题.
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Abstract
Using Hamilton-Jacobi method, the Hawking tunneling radiation and temperature are investigated near the event horizon of the

Einstein-Yang-Mills-Chern-Simons black hole. The results show that the temperature and tunneling rate depend on the charge and
horizon of black holes, and the conclusion is significant for investigating other dynamical black holes. What is more, we also prove
that this method can be used to study Hawking radiation in the scalar, vector, Dirac field and gravitational wave cases.
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