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微波驱动双模四能级单原子中连续变量纠缠的制备*
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通过两个经典微波场驱动相应的原子精细跃迁诱导产生原子相干,研究在双模单原子激光器中连续变量量子

纠缠的制备和演化. 研究结果表明: 微波场强度可以有效地控制腔场纠缠特性;通过调节相应的频率失谐,能够同步

增加腔场总的平均光子数、腔模间的纠缠时间和强度.
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1 引 言

量子纠缠是量子信息和量子计算中的核心研

究内容 [1],它在量子密码、量子搜索、量子隐形传
态及多体远程传输、量子 Shors 算法等方面有着
极其广泛的应用和发展前景 [2−7]. 近年来, 人们发
现连续变量纠缠态制备过程相对简单易控,在执行
量子信息方案时,连续变量纠缠态越来越凸显其优
势. 因此, 对连续变量纠缠态的制备理论和实验的
研究,成为备受学者们关注的热门课题.例如,王海
霞等 [8] 研究了耦合量子点中纠缠的测量; Li等 [9],
Sun等 [10], Josse等 [11]相继提出的用于制备连续变

量纠缠态的理论和实验方案;徐岩等 [12] 提出了在

旋量 Bose-Einstein 凝聚体中制备双模最大纠缠态
的方案.
此外, Scully 和 Zubairy[13] 根据 Simon[14] 和

Duan 等 [15] 提出的连续变量纠缠的判断标准, 提
出了在腔 QED 系统, 利用激光诱导原子相干, 将
原子与腔模的相互作用效应转化为腔场的纠缠特

性, 且该腔 QED 系统还可作为纠缠放大器. 随后,
Xiong等 [16] 利用非简并三能级级联原子系统提出

了纠缠放大器方案; Tan 等 [17] 扩展研究了纠缠光

在Wigner表象中的制备和演化; Tesfa[18] 在三能级

梯型原子中,通过初始的高能级和低能级原子相干

叠加诱导产生原子相干,研究了稳态激光纠缠放大
等;而且还相继研究了相位波动和移相对优化连续
变量纠缠的影响 [19]. 王中结等 [20] 提出了利用连续

变量纠缠传输单比特量子态的量子信道方案.
同时, 基于单原子激光器, 用单个束缚原子代

替原有增益介质来实现宏观纠缠光的制备也引起

人们研究的兴趣. 例如, Kiffner 等 [21] 讨论了在双

模单原子激光器中制备和演变宏观纠缠光,其腔场
初始状态和控制参数可以有很大变化空间的优势;
Kuang等 [22]提出了四模连续变量纠缠态的新方案;
卢道明 [23] 提出的 ∧型和 ∨型三能级原子与耦合
腔相互作用系统中的纠缠特性等.
本文以 Duan等 [15]提出的纠缠判据,提出了通

过两个经典微波场激发相应的原子精细跃迁诱导

产生原子相干,讨论四能级单原子系统中两个非简
并腔模的纠缠特性, 求解出腔场的动力学方程, 并
数值模拟系统演化过程. 结果表明, 此方案在短时
间内成功地实现了双模连续变量纠缠态. 而且还分
析了微波场强度以及相应频率失谐对腔模纠缠特

性的影响.

2 模 型

如图 1所示,假设一个四能级结构的原子被囚
禁于双模共振腔中. 用中心频率为 ωd1 的经典微波
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场耦合原子跃迁 |1⟩ ↔ |2⟩(其共振频率为 ω21); 用
中心频率为 ωd2 的微波场耦合原子跃迁 |3⟩ ↔ |4⟩
(其共振频率为 ω43). 两个频率分别为 v1 和 v2 的

非简并的腔模分别诱导原子跃迁 |1⟩ ↔ |3⟩(共振频
率为 ω13) 和 |2⟩ ↔ |4⟩ (共振频率为 ω24). 两个腔
模与原子跃迁 |1⟩ ↔ |3⟩ 和 |2⟩ ↔ |4⟩ 之间的频率
失谐量为 ∆2 (∆2 = ω13 − v1)和 ∆4 (∆4 = ω24 − v2).
∆1 = ω21 −ωd1 和 ∆3 = ω43 −ωd2 是两个经典微波

场与相应的原子跃迁之间的频率失谐量. γ31, γ43

和 γ42 分别表示原子从态 |3⟩到 |1⟩, |4⟩到 |3⟩和 |4⟩
到 |2⟩ 的自发衰减率. 为了分析和计算简便, 我们
假设 ∆1 = ∆2 = ∆ , ∆3 =−∆4 = δ . 两个非简并的腔
模分别与原子跃迁 |4⟩ ↔ |2⟩和 |3⟩ ↔ |1⟩相互作用,
g1 和 g2 为相应的耦合常数. 原子的另外两个跃迁
|2⟩ ↔ |1⟩和 |4⟩ ↔ |3⟩分别由 Rabi频率为 Ωd1, Ωd2

的两个经典场驱动. ∆i(i = 1—4)表示相应的频率失
谐量.

图 1 囚禁于普通双模共振腔 [21] 中的四能级原子的结构

该系统相互作用绘景中的哈密顿量, 经过偶
极-偶极和旋波近似后,应写为 (h̄ = 1) [24,25]

HI =−δ |3⟩⟨3|+∆ |2⟩⟨2|− (Ωd1 |2⟩⟨1|

+Ωd2 |4⟩⟨3|+H.c.)

+(g1a1 |4⟩⟨2|+g2a2 |3⟩⟨1|+H.c.), (1)

其中符号 H.c. 表示公式前面部分的厄米共轭,此外
我们已经将基态 |1⟩选为能量的零点.

Ωd1 =
∣∣Ωd1

∣∣exp(iϕd1) 和 Ωd2 =
∣∣Ωd2

∣∣exp(iϕd2)
分别为两个微波场的 Lamor频率, ϕd1 , ϕd2 为相位,
g1, g2 为相应的原子 -腔场耦合常数. 对系统密度
矩阵通过原子自由度的求迹运算,就能得到腔场 ρ f

的运动方程 [24]如下

ρ̇ f =− i
h̄

Tratom [HI ,ρatom-field]

=(−ig1
[
a+1 ,ρ42

]
− ig2

[
a+2 ,ρ31

]
+H.c.), (2)

其中 ρatom-field 为原子场密度算符且

ρ42 = ⟨4 |ρatom-field|2⟩ ,

ρ21 = ⟨3 |ρatom-field|1⟩ .

考虑系统自发衰减,由文献 [24]提出的标准的
激光理论可以得出, 以原子与腔场的耦合常数 g1,
g2 来表示 ρ24—ρ13 的一阶微分为

ρ̇24 =
(
− γ42 + γ43

2
− i∆

)
ρ24 + iΩd1ρ12 − iΩ ∗

d2ρ23

− ig1a1ρ(0)
44 + iρ(0)

22 g1a1, (3a)

ρ̇14 =− γ43

2
ρ14 − iΩ ∗

d2ρ13 + iΩ ∗
d1ρ24

− ig2a+2 ρ(0)
34 + ig1ρ(0)

12 a1, (3b)

ρ̇23 =
(
− γ42 + γ31

2
+ i∆+ iδ )ρ23 + iΩd1ρ13

− iΩd2ρ24 − ig1a1ρ(0)
43 + ig2ρ(0)

21 a+2 , (3c)

ρ̇13 =−
(γ31

2
+ iδ

)
ρ13 + iΩ ∗

d1ρ23 − iΩd2ρ14

− ig2a+2 ρ(0)
33 + ig2ρ(0)

11 a+2 , (3d)

其中 ρ(0)
i j 可以通过求解下面的零阶方程获得:

ρ̇(0)
22 =− γ24ρ(0)

22 + iΩd1ρ(0)
12 − iΩ ∗

d1ρ(0)
21 , (4a)

ρ̇(0)
44 =γ24ρ(0)

22 − γ43ρ(0)
44 + iΩd2ρ(0)

34 − iΩ ∗
d2ρ(0)

43 , (4b)

ρ̇(0)
33 =γ43ρ(0)

44 − γ31ρ(0)
33 + iΩ ∗

d2ρ(0)
43 − iΩd2ρ(0)

34 , (4c)

ρ̇(0)
11 =γ31ρ(0)

33 + iΩ ∗
d1ρ(0)

21 − iΩd1ρ(0)
12 , (4d)

ρ̇(0)
12 =

(
− γ24

2
+ i∆

)
ρ(0)

12 + iΩ ∗
d1(ρ

(0)
22 −ρ(0)

11 ), (4e)

ρ̇(0)
34 =

(
− γ31 + γ43

2
+ iδ

)
ρ(0)

34

+ iΩ ∗
d2(ρ

(0)
44 −ρ(0)

33 ). (4f)

联合求解方程 (3)和 (4), 就得出 ρ24 和 ρ31 的

精确表达式 [17,21]. 然后将 ρ24 和 ρ31 的表达式代入

方程 (2)就可以得到腔场密度算符 ρ f 的运动方程:

ρ̇ f =
[
−A11(a+1 a1ρ f −a1ρ f a+1 )

−A12(a+1 a+2 ρ f −a+2 ρ f a+1 )

−B11(a+1 ρ f a1 −ρ f a1a+1 )

−B12(a+1 ρ f a+2 −ρ f a+2 a+1 )

−A22(a+2 a2ρ f −a2ρ f a+2 )

−A21(a+2 a+1 ρ f −a+1 ρ f a+2 )

−B22(a+2 ρ f a2 −ρ f a2a+2 )

−B21(a+2 ρ f a+1 −ρ f a+1 a+2 )+H.c.
]
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−κ1(a+1 a1ρ f −ρ f a+1 a1 −2a1ρ f a+1 )

−κ1(a+2 a2ρ f −ρ f a+2 a2 −2a2ρ f a+2 ), (5)

其中 κ1, κ2 是两个腔模的自发衰减率,系数 Ai j 和

Bi j(i, j = 1,2) 见附录 A. 在系统主方程 (2)—(5) 的
推导过程中, 采用了与文献 [21]一致的近似, 在线
性理论的框架下,从物理本质上忽略了系统的饱和
效益.由于耦合常数 g1 和 g2 与其他的系统参数比

起来是非常小的,因此对 g1和 g2只考虑到二阶,而
对经典场 Rabi频率 Ωd1, Ωd2 考虑了所有的阶数.

3 腔场纠缠特性分析

纠缠是指当一个系统不可分割时,此系统就是
纠缠的. 即当系统的密度算符 ρ f 不能写成如下形

式

ρ f = ∑
j

ρ jρ
(1)
j ⊗ρ(2)

j (6)

时,系统就是纠缠的. 在 ρ j >0, ∑
j

ρ j = 1的情况下,

ρ(1)
j 和 ρ(2)

j 表示两种场模状态.
首先根据 Duan等 [15]提出的纠缠判据,研究两

腔模间的纠缠特性.
如 果 两 个 腔 模 的 Einstein-Podolsky-Rosen

(EPR)型算符 û和 v̂满足不等式⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2⟩< 2 (7)

时,那么就称此双模腔场是纠缠的. 其中

û = x̂1 + x̂2, v̂ = p̂1 + p̂2, (8)

x̂ j = (a j + a+j )/
√

2 和 p̂ j = (a j − a+j )/
√

2i ( j = 1,2)
是模式 1和 2的正交算符.将 (8)式代入 (7)式,可
以用算符 a j 和 a+j 来表示 û和 v̂的方差,得到⟨

(∆u)2 +(∆v)2⟩
=2

[
1+

⟨
a+1 a1

⟩
+
⟨
a+2 a2

⟩
+
⟨
a+1 a+2

⟩
+ ⟨a1a2⟩

−⟨a1⟩
⟨
a+1

⟩
−⟨a2⟩

⟨
a+2

⟩
−⟨a1⟩⟨a2⟩

−
⟨
a+1

⟩⟨
a+2

⟩]
. (9)

其中相对应的系统参数如下: γ24 = γ43 =

γ31 = 5g, g1 = g2 = g, κ1 = κ2 = 0.001g, |Ωd1|= 10g,
∆ = 35g, δ = 0以及 ϕd2 −ϕd1 =−π/2.

由方程 (5) 和已得到的结论
d
dt

⟨b(t)⟩ =

Tr(ρ̇ f b) [13] (b 表示方程 (9) 中的场算符), 可以得
到方程 (9)中的各个量满足的动力学方程:

d
dt

⟨a1⟩=− (α11 +κ1)⟨a1⟩−α12
⟨
a+2

⟩
, (10a)

d
dt

⟨
a+2

⟩
=−α∗

21 ⟨a1⟩− (α∗
22 +κ2)

⟨
a+2

⟩
, (10b)

d
dt

⟨
a+1 a1

⟩
=−β11

⟨
a+1 a1

⟩
−α∗

12 ⟨a1a2⟩

−α12
⟨
a+1 a+2

⟩
− (B11 +B∗

11), (10c)

d
dt

⟨
a+2 a2

⟩
=−β22

⟨
a+2 a2

⟩
−α∗

21 ⟨a1a2⟩

−α21
⟨
a+1 a+2

⟩
− (B22 +B∗

22), (10d)

d
dt

⟨a1a2⟩=−α21
⟨
a+1 a1

⟩
−α12

⟨
a+2 a2

⟩
−β12 ⟨a1a2⟩− (A12 +A∗

21), (10e)

d
dt

⟨
a+1 a+2

⟩
=−α∗

21
⟨
a+1 a1

⟩
−α∗

12
⟨
a+2 a2

⟩
−β ∗

12
⟨
a+1 a+2

⟩
− (A∗

12 +A∗
21), (10f)

在这里 αi j = Ai j +Bi j, βii = Aii +A∗
ii +Bii +B∗

ii +2κi

(i, j = 1, 2)并且有

β12 = A11 +B11 +κ1 +κ2.

图 2 初始腔场真空态时, EPR算符总方差
⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2

⟩
(a)

和平均光子数
⟨
N̂
⟩

(b) 随时间的演化曲线 (不同控制场强度
|Ωd2|如图中所示)
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下面通过数值求解方程 (9) 和 (10). 为计算
简便, 相应的系统参数以 g 为单位. 如图 3 所示,
初始腔场分别为真空压缩态和 |100,−100⟩ 的相
干态情况下, 我们给出了在不同参量下 EPR 算符
û 和 v̂ 的方差和以及两个腔模的平均光子数

⟨
N̂
⟩

(⟨N̂⟩ = ⟨a1a+1 + a2a+2 ⟩) 随时间演化的数值结果. 结
果表明: 可以实现具有较长的纠缠时间和更大的平
均光子数的双膜连续变量纠缠态.

图 3 当腔场处于相干态 |100,−100⟩ 时, 不同微波场强度
|Ωd2|对应的 EPR算符总方差

⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2

⟩
(a)和平均光子

数
⟨
N̂
⟩

(b)随时间演化图 (相应的系统参数同图 2)

在图 2和图 3中,给出了在不同的微波场强度
|Ωd2| 时, 方差

⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2

⟩
和平均光子数

⟨
N̂
⟩

随时间的演化过程曲线. 从图中可以看出, 无论系
统初始处于真空态还是相干态 |100,−100⟩,都可以
通过加强 |Ωd2|来增大腔模的纠缠周期,同时保持
腔场的平均光子数不减少. 这是因为,随着原子能
级 |3⟩和 |4⟩之间的微波场强度的增加,使原子跃迁
|2⟩ ↔ |4⟩和 |3⟩ ↔ |1⟩之间的量子干涉效应也有效
地增强. 因此所产生的纠缠态的纠缠周期随着微波
场强度增大而变大.即通过适当地选择强的微波场

来诱导相应的原子介质而获得更大的纠缠时间和

平均光子数的双模连续变量纠缠态.

相应的系统参数为 γ24 = γ43 = γ31 = 5g, g1 =

g2 = g, κ1 = κ2 = 0.001g, |Ωd1| = 10g, |Ωd2| =
100.8g, δ = 0和 ϕd1 −ϕd2 =−π/2.

图 4 腔场初始真空态下,不同频率失谐量 ∆ 对应的 EPR算
符总方差

⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2

⟩
(a)和平均光子数

⟨
N̂
⟩

(b)随时间演
化曲线

很显然, 图 4(a)和图 5(a)表明, 无论腔场初始

处在真空态还是相干态,只要适当调节频率失谐量

∆ ,就可以同时增加腔模的纠缠强度和增大纠缠周

期. 这是因为当频率失谐量 ∆ 增加时, 在能级 |2⟩,
|3⟩上的布居数减少,对应的自发辐射率减小,因此

在腔场之间可以产生更大的关联,那么纠缠强度和

周期可以得到增加. 同时,从图 4(b)和图 5(b)还可

以看出,随着失谐量 ∆ 的增大,腔模的平均光子数⟨
N̂
⟩
也增多. 因此, 只要正确选择微波场 Ωd2 的失

谐频率, 就可以在本单原子腔 QED 系统中实现更

大的平均光子数和更长纠缠时间的双模连续变量

纠缠态.
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图 5 当腔场初始处在相干态 |100,−100⟩时, 不同频率失谐
量 ∆ 对应的 EPR算符总方差

⟨
(∆û)2 +(∆v̂)2

⟩
(a)和平均光子

数
⟨
N̂
⟩

(b)随时间的演化图 (相应的系统参数同图 4)

4 总 结

本文提出了在一个全新的单原子模型中,由微
波场诱导的原子相干来实现双模连续变量纠缠态

的制备方案.通过数值模拟不同参数条件下双模连
续变量纠缠随时间的演化和相关特性. 结果表明:
经典微波场强度会显著影响腔场的纠缠特性,调节
经典微波场的强度可实现对纠缠时间和腔场总的

平均光子数的控制.并且双模纠缠的强度和纠缠持
续时间、两个腔场模式的总的平均光子数,可以通

过适当调节泵场的失谐频率而同步增加. 这一研究
结果为实现预期的、同时具有较大的纠缠时间和

大量平均光子数的连续变量量子纠缠具有十分重

要的意义.
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附录 A:系数

A11 =4g2
1 |Ωd1 |

2
[
− i∆(γ2 +4 |Ωd2 |

2)

+ γ(γ2 +2 |Ωd1 |
2 +4 |Ωd2 |

2)
]
/D,

B11 =8g2
1 |Ωd1 |

2
[
γ∆ 2 +2i∆(|Ωd1 |

2 −2 |Ωd2 |
2)

+ γ(γ2 +2 |Ωd1 |
2 + |Ωd2 |

2)
]
/D,

A12 =−8ig1g2 |Ωd1 |
2 Ωd1 Ω∗

d2
(3γ −2i∆)/D,

B12 =8ig1g2Ωd1 Ω ∗
d2

[
2iγ |Ωd1 |

2 +(iγ +2∆)

× (γ2 + iγ∆ +∆ 2 + |Ωd2 |
2)
]
,

A22 =2g2
2

[
4γ∆ 4 + γ∆ 2(5γ2 +8 |Ωd1 |

2 +4 |Ωd2 |
2)

+8i∆ 3 |Ωd1 |
2 +8i∆ |Ωd1 |

2 |Ωd2 |
2

+ γ(γ4 +4 |Ωd1 |
4 + γ2 |Ωd2 |

2

+4 |Ωd1 |
2 (γ2 +2 |Ωd2 |

2))
]
/D,

B22 =−8g2
2 |Ωd1 |

2
[
γ∆ 2 +(2γ +2i∆) |Ωd1 |

2

+ γ |Ωd2 |
2 + γ3

]
/D,

A21 =8g1g2Ωd1 Ω ∗
d2

[
2∆(γ2 + |Ωd2 |

2)

+ iγ
(

γ2 −4 |Ωd1 |
2 + |Ωd2 |

2
)
+ iγ∆ 3 +2∆ 3

]
/D,

B21 =8ig1g2 |Ω3|2 Ωd1 Ω ∗
d2
(3γ +2i∆)/D.

其中

D =
(

γ2 +4∆ 2 +16 |Ωd1 |
2
)(

γ4 +4 |Ωd1 |
4 +5γ2 |Ωd2 |

2
)

+4 |Ωd2 |
4 +4 |Ωd1 |

2
(

γ2 −2 |Ωd2 |
2
)

+∆ 2
(

γ2 +4 |Ωd2 |
2
)
.
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Generation of continuous-variable entanglement in a
two-mode four-level single-atom driven by
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Abstract
In this paper, we discuss the generation and evolution of continuous-variable entanglement in a two-mode single-atom laser, where

the atomic coherence is induced by two classical microwave fields, which drive the corresponding fine atomic transitions. The results
show that the intensity of the microwave field can influence effectively the entanglement properties of the cavity field. In addition, our
numerical results also show that the intensity and the period of entanglement between the two cavity modes as well as the total mean
photon number of the cavity field can be increased synchronously by adjusting the corresponding frequency detuning.
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