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全矢量有限差分法分析任意截面波导模式*
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针对不规则端口模式加载的需求,改进了全矢量有限差分法,推导了边界条件,建立了模式求解器,解决了不规

则端口任意模式加载的难题.该求解器对计算资源要求较低,可以求解任意形状的波导模式. 计算了不同形状波导

的模式特性,得到了与解析解和商用软件结果相一致的计算结果.
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1 引 言

全电磁粒子模拟软件广泛应用于不同类型高

功率微波源器件的研制,成为新型器件原理探索和

验证、物理规律认识、实验现象分析及器件参数

优化设计等研究的重要手段 [1]. 在利用粒子模拟软

件进行高功率微波源器件分析设计时,需要解决不

同模式脉冲在注入端口的加载问题,也就是说必须

知道注入端口的场空间分布及其时间的变化. 以往

针对高功率微波管的数值模拟中,注入端口的结构

都比较规则,可以根据相应的解析公式, 加载特定

模式的电压 [1,2]. 随着高功率微波技术的发展,高功

率微波源器件注入端口的物理结构日趋复杂,随之

带来了不规则端口模式加载的难题,因为这些复杂

端口的场分布通常无法用解析公式给出.这个问题

可以归结为波导本征值问题.

波导本征值问题是微波理论与技术中最基本

的问题之一.求解本征值的数学方法很多, 目前已

经发展了包括有限元法和有限差分法在内的精确

数值方法. 有限差分法是电磁场数值分析计算方

法中应用最早的一种方法,它以其简单、直观等特

点广泛应用于工程和数学实践中. 这种方法能很

好地处理不规则波导的本征值问题,如脊波导、T

形波导等. 近年来又发展了一种全矢量有限差分

法 (full-vectorial finite-difference, FVFD), 用来求解

波导的本征值问题 [3−13], 这种方法是对传统有限

差分法的一种发展,可以一次求出所有横向电磁场

分量. 这些报道多集中在不同形状光纤模式的计算,

研究对象大多为非金属材质,并未涉及导电系数 σ ,

因此求解的矩阵系数全部为实数. 而高功率微波源

器件的注入端口多为中空的金属材质,这必将导致

对复矩阵的求解. 而相对实矩阵而言, 求解复矩阵

的本征值和本征向量会更耗费计算资源.

本文改进了全矢量有限差分法,将求解所有横

向电磁场分量的计算方式转化为求解横向电场或

横向磁场的计算方式, 极大地节省了计算资源, 并

推导理想金属边界条件,建立了适用于高功率微波

源器件模拟的模式求解器,给出了不同波导的模式

分布.

2 全矢量有限差分法

FVFD方法由微分形式的Maxwell旋度方程出

发, 借用时域有限差分方法中的 Yee网格,进行差

分离散. 将 Maxwell 方程写成矩阵形式, 经过几次

变换,最后转化成本征值问题AX = λX .
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2.1 基本方程

波导中的电磁场满足Maxwell方程

∇×E =−µ0
∂H
∂ t

, ∇×H = ε0
∂E
∂ t

, (1)

考虑到波导中的电磁场满足

E =E(x,y)ei(β z−ωt), H =H(x,y)ei(β z−ωt), (2)

其中 ω 是角频率, β 是传播常数. 代入 (1)式得到
∂
∂y

Ez − iβEy =iωµ0Hx,

∂
∂y

Hz − iβHy =(σ − iωε0)Ex,

iβEx −
∂
∂x

Ez =iωµ0Hy,

iβHx −
∂
∂x

Hz =(σ − iωε0)Ey,

∂
∂x

Ey −
∂
∂y

Ex =iωµ0Hz,

∂
∂x

Hy −
∂
∂y

Hx =(σ − iωε0)Ez. (3)

2.2 离散化

在频域模式求解方法中, 采用二维 Yee 网格

(如图 1所示)离散计算区域,得到

iωµ0Hx

(
i, j+

1
2

)
=
(Ez(i, j+1)−Ez(i, j))

∆y
− iβEy

(
i, j+

1
2

)
,
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1
2
, j
)

=iβEx

(
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1
2
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)
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∆x
,

iωµ0Hz
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(
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(
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,

(σ − iωε0)Ey

(
i, j+
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−
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,
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(
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2
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. (4)

图 1 二维 Yee网格

定义矩阵

U =



−1 1

−1 1
. . . . . .

−1 1

−1


,

V =



1

−1 1
. . . . . .

−1 1

−1 1


,
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I =



1

1
. . .

1

1


,

Ux =
1

∆x


U

U

U

U

 ,

Uy =
1

∆y



−I I

−I I

. . . . . .

−I I

−I


,

Vx =
1

∆x



V

V

. . .

V

V


,

Vy =
1

∆y



I

−I I

. . . . . .

−I I

−I I


.

(5)

Maxwell方程进一步可以写成矩阵形式

iωµ0Hx =−iβEy +UyEz,

iωµ0Hy = iβEx −UxEz,

iωµ0Hz =UxEy −UyEx,

(σ − iωε0)Ex = VyHz − iβHy,

(σ − iωε0)Ey = iβHx −VxHz,

(σ − iωε0)Ez = VxHy −VyHx. (6)

进一步消去Hz 和 Ez 有

(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+UyVy)Hx −UyVxHy

=− (βωε0 + iβσ)Ey,

(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+UxVx)Hy −UxVyHx

=(βωε0 + iβσ)Ex,

(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+VyUy)Ex −VyUxEy

=βωµ0Hy,

(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+VxUx)Ey −VxUyEx

=−βωµ0Hx. (7)

(7)式可以写为
A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44




Ex

Ey

Hx

Hy



=βωµ0ε0


Ex

Ey

Hx

Hy

 , (8)

这里的Ai j 定义如下:

A11 =− iβ µ0σI, A12 = 0, A13 =−µ0UxVy,

A14 =µ0(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+UxVx),

A21 =0, A22 =−iβ µ0σI,

A23 =−µ0(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+UyVy),

A24 =µ0UyVx, A31 = ε0VxUy,

A32 =− ε0(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+VxUx),

A33 =0, A34 = 0,

A41 =ε0(ω2µ0ε0I+ iωµ0σI+VyUy),

A42 =− ε0VyUx, A43 = 0, A44 = 0. (9)

至此, 模式求解问题归结为本征值问题. 给定

波长以后,就可以通过求解以上矩阵的本征值和本

征向量得到不同的传播常数 β ,以及对应的场分布.

但是求解这样一个大型矩阵的本征值和本征向量

对计算机的内存和 CPU速度是有很高要求的. 仔

细观察 (7)式,每一个电场分量总是可以由横向磁

场分量表示,每一个磁场分量总是可以由横向电场

分量表示. 于是,对 (7)式,消去Hx 和Hy 得到 Pxx Pxy

Pyx Pyy

 Ex

Ey


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=β 2(k2
0 + iωµ0σ)

 Ex

Ey

 , (10)

其中

Pxx =(k2
0I+ iωµ0σI+UxVx)(k2

0I+ iωµ0σI

+VyUy)−UxVyVxUy,

Pxy =UxVy(k2
0I+ iωµ0σI+VxUx)

− (k2
0I+ iωµ0σI+UxVx)VyUx,

Pyx =UyVx(k2
0I+ iωµ0σI+VyUy)

− (k2
0I+ iωµ0σI+UyVy)VxUy,

Pyy =(k2
0I+ iωµ0σI+UyVy)(k2

0I+ iωµ0σI

+VxUx)−UyVxVyUx. (11)

同样,对 (7)式,消去 Ex 和 Ey 得到 Qxx Qxy

Qyx Qyy

 Hx

Hy


=β 2(k2

0 + iωµ0σ)

 Hx

Hy

 , (12)

其中

Qxx =(k2
0I+ iωµ0σI+VxUx)(k2

0I+ iωµ0σI

+UyVy)−VxUyUxVy,

Qxy =VxUy(k2
0I+ iωµ0σI+UxVx)

− (k2
0I+ iωµ0σI+VxUx)UyVx,

Qyx =VyUx(k2
0I+ iωµ0σI+UyVy)

− (k2
0I+ iωµ0σI+VyUy)UxVy,

Qyy =(k2
0I+ iωµ0σI+VyUy)(k2

0I+ iωµ0σI

+UxVx)−VyUxUyVx. (13)

这样就进一步缩减了矩阵的规模. 求解本征方

程 (10)式或 (12)式, 即可得到电磁场的横向分量.

一旦得到了横向电场 (或磁场),就可以进一步通过

(6)式得到其他所有的电磁场分量.

2.3 边界条件

对于任意截面的波导,求解方程 (10)或 (12)已

完全可以得到不同模式下的场分布.但应该注意到,

这两个方程包含复矩阵, 而相对实矩阵而言, 求解

复矩阵需要更多的内存,而且是相当耗时的. 因此,

将复矩阵转化成实矩阵是非常有意义的. 第 (i, j)网

格为金属时,根据电磁场理论有

Ex(i+1/2, j) = Ex(i+1/2, j+1) = 0,

Ey(i, j+1/2) = Ey(i+1, j+1/2) = 0,

Ez(i, j) = Ez(i+1, j) = Ez(i, j+1)

=Ez(i+1, j+1) = 0; (14)

Hx(i, j−1/2) = Hx(i, j+1/2) = Hx(i, j+3/2),

Hy(i−1/2, j) = Hy(i+1/2, j) = Hy(i+3/2, j),

Hz(i−1/2, j+1/2) = Hz(i+1/2, j+1/2)

=Hz(i+3/2, j+1/2),

Hz(i+1/2, j−1/2) = Hz(i+1/2, j+1/2)

=Hz(i+1/2, j+3/2). (15)

应用到矩阵中,有

(1) Ux 第 jnX + i, jnX + i+1列置零;

(2) Uy 第 jnX + i, ( j+1)nX + i列置零;

(3) Vx 第 jnX + i, jnX + i+1行置零;

(4) Vy 第 jnX + i, ( j+1)nX + i行置零.

此时,有 Pxx Pxy

Pyx Pyy

 Ex

Ey

= β 2k2
0

 Ex

Ey

 ,

Pxx = (k2
0I+UxVx)(k2

0I+VyUy)−UxVyVxUy,

Pxy =UxVy(k2
0I+VxUx)− (k2

0I+UxVx)VyUx,

Pyx =UyVx(k2
0I+VyUy)− (k2

0I+UyVy)VxUy,

Pyy = (k2
0I+UyVy)(k2

0I+VxUx)−UyVxVyUx,

(16)

或 Qxx Qxy

Qyx Qyy

 Hx

Hy

= β 2k2
0

 Hx

Hy

 ,

Qxx = (k2
0I+VxUx)(k2

0I+UyVy)−VxUyUxVy,

Qxy = VxUy(k2
0I+UxVx)− (k2

0I+VxUx)UyVx,

Qyx = VyUx(k2
0I+UyVy)− (k2

0I+VyUy)UxVy,

Qyy = (k2
0I+VyUy)(k2

0I+UxVx)−VyUxUyVx.

(17)

至此,复矩阵转化为实矩阵.
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3 算 例

3.1 矩形波导

矩形波导中传播的模式有解析解,为了验证本

文的数值方法, 首先数值求解矩形波导中的模式.

矩形波导中传播常数与波长的关系如下:

k2
0 = k2

x + k2
y +β 2. (18)

计算中,波导沿 z轴,截面长 40 mm,宽 30 mm,

入射波长 10 mm. 计算结果如图 2所示.

图 2 矩形波导模式等值线图 (a) TE10; (b) TE72; (c) TM11; (d) TM63
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图 3 矩形波导不同模式的传播常数

为了比较本文方法的精度,同时还使用商用软

件 CST进行了计算,图 3给出了网格分别设为 λ/5,

λ/10和 λ/20时不同模式的计算结果与解析解以

及 CST计算结果的比较. 由计算结果可以看出,采

用全矢量有限差分法可以给出正确的场分布;低阶

模式的计算结果与解析解十分接近,但是高阶模式

的结果与解析解出现了一定偏差,模式越高偏差越

大,这主要是因为模式越高网格分辨率就越低, 此

时采用较细网格得到的结果更加接近解析解;当网

格选取 λ/10时,得到了与 CST十分接近的结果.

图 4 脊波导

图 5 脊波导模式等值线图 (a)主模; (b)次高模; (c)第三高模
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3.2 脊波导

由于脊波导具有较低的截止频率, 较宽的工

作带宽, 低阻抗等优点, 使得脊波导在微波和毫

米波器件中被广泛应用 [14], 如宽带脊波导滤波

器、宽带定向耦合器、双工器、变频器、移相

器、脊波导缝隙天线阵等. 计算中, 波导沿 z 轴,

a = 40 mm, b = 30 mm, c = 15 mm, d = 10 mm, 入

射波长 10 mm,网格设为 1 mm.

图 5给出了几个模式的场分布.图 6给出了不

同模式的传播常数与 CST 计算结果的比较. 可以

看出两者符合较好.

4 结 论

将全矢量有限差分法引入三维粒子模拟软件

中,可以解决三维粒子模拟中不规则端口模式加载

的难题.本文改进了全矢量有限差分法, 将求解所

有横向电磁场分量的计算方式转化为只求解横向

电场或横向磁场的计算方式,将复矩阵本征值问题

转化为实矩阵本征值问题,缩减了对计算资源的需

求. 采用该方法对矩形波导和脊波导的模式特性进

行了分析,得到特定频率下不同模式的场分布及对

应的传播常数. 所得数值结果与解析解和采用 CST

仿真软件得出的结果相一致.

图 6 脊波导不同模式的传播常数
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Abstract
The full-vectorial finite-difference method has been improved for solving mode loading problem on irregular ports, and the

boundary conditions are derived. The new mode solver reduces the demand for computing resources: it can solve waveguide mode
with arbitrary shape. The mode characteristics of waveguide with different shape are calculated; the results are compared to analytical
solutions and those obtained from commercial software, they agree well with one another.
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