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二维线性与非线性光晶格中物质波孤立子的稳定性

陈海军† 李向富

(陇东学院电气工程学院,庆阳 745000 )

( 2012年 7月 26日收到; 2012年 11月 21日收到修改稿 )

利用变分法和数值计算方法研究了二维线性和非线性光晶格中二维玻色 -爱因斯坦凝聚体系中物质波孤立子

的存在及其稳定性. 利用定态变分原理及 Vakhitov-Kolokolov判据总结了线性和非线性结合光晶格中几种参数组合

下定态定域解的稳定性. 结果表明,当存在二维非线性光晶格时,在吸引和排斥相互作用的原子体系中均可以存在

稳定的物质波孤立子. 另外,利用含时变分法研究了线性和非线性光晶格中物质波孤立子随时间的传播特性,使波

包参数对时间的一阶导数等于零,可以给出稳定状态对应的参数,结论和定态变分法给出的结果一致.最后用数值

计算方法研究变分结果的正确性,把变分结果作为初始条件代入 Gross-Pitaevskii方程研究其随时间传播特征,得到

了稳定的传播过程,所得到的结果和变分分析结果一致.
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1 引 言

弱相互作用原子气体中玻色 - 爱因斯坦凝聚

(Bose-Einstein condensations, BECs) 的实现为研究

原子物质波的非线性性质提供了基础 [1,2]. 由于

BECs体系中原子之间相互作用的可调控性及非线

性,可以利用 BECs体系研究其他凝聚体系中难以

实现的宏观量子现象.光晶格 (optical lattices, OLs)

中 BECs的研究引起了实验和理论研究的关注 [3,4],

包括 Bolch 振荡 [5], Landau-Zener 隧穿 [6], 原子激

光 [7],物质波孤立子 [8] 等,其中光晶格中物质波孤

立子问题有大量的理论研究. 当有光晶格存在时,

在二维和三维 BECs体系中,原子之间存在相互吸

引作用时,能有稳定的物质波孤立子存在 [9]. 另外,

利用低维光晶格可以稳定高维孤立子, 例如一维

和二维光晶格中可以分别形成二维和三维稳定的

孤立子 [10,11].

过去的几十年中, 原子之间相互作用 (非线性

项) 的调控技术取得了很大进展 [1,12]. 利用 Fesh-

bach 共振技术 (Feshbach Resonance Technique), 可

以实现原子之间相互作用随时间 [13],空间变化 [14],

或者随时间和空间一起变化 [15]. 习惯上,把原子之

间相互作用随空间的周期性变化称为非线性光晶

格 (NOL),而把形成周期性势阱的光晶格称为线性

光晶格 (LOL)[16]. 一维非线性光晶格和一维线性与

非线性相结合光晶格中孤立子的稳定性有详细的

研究 [17,18]. 在二维情况下, 一维 NOL 不能在吸引

相互作用的原子体系中形成稳定的孤立子. 另外,

只存在二维 NOL,在吸引和排斥相互作用的 BECs

体系中都不能形成稳定的孤立子, 但是, 当一个方

向的 LOL和另一个与之垂直方向的 NOL结合时,

在吸引和排斥相互作用的原子体系中都能形成稳

定的孤立子 [16]. 除此之外,原子之间相互作用随时

空变化的双组分 BECs体系中物质波的性质也有详

细研究, 结果表明在这样的体系中, 出现了完全不

同于单组分 BECs体系中形成的稳定的孤立子 [1].

本文利用变分法和数值计算方法研究了二维

线性与非线性相结合光晶格中二维 BECs体系中孤

立子的存在及稳定性. 线性光晶格和非线性光晶格

都是二维的,不同于文献 [16]中的线性光晶格和非

线性光晶格其实质都是一维的,这种二维线性和非

线性光晶格的结合,使得体系的稳定性可以分别由

线性和非线性光晶格相互垂直的两个方向的强度
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以及原子之间的相互作用来决定. 变分分析结果表
明, 当存在二维非线性光晶格时, 原子之间相互作
用是吸引和排斥时,都可以形成稳定的物质波孤立
子. 另外我们把变分计算的结果,当做初始条件,代
入二维 Gross-Pitaevskii(GP)方程,利用数值计算的
方法研究其稳定性,所得到的结果和变分计算结果
一致.

2 模 型

在平均场近似下, 二维 BECs 体系用二维 GP
方程描述

ih̄
∂

∂ t ′
φ(x′,y′, t ′)

=− h̄2

2m
∇′2φ(x′,y′, t ′)+V (x′,y′)φ(x′,y′)

+g(x′,y′)|φ(x′,y′, t ′)|2φ(x′,y′, t ′), (1)

其中
∫∫

|φ(x′,y′, t ′)|2dx′dy′ = N , N 是体系的原子

数, ∇′2 ≡ ∂ 2/∂x′2 + ∂ 2/∂y′2, m是单个原子的质量.
其中

V (x′,y′) = ε ′ cos(αkx′)+ω ′ cos(βky′), (2)

表示二维线性光晶格, ε ′, ω ′ 分别表示其 x′ 和 y′ 方

向 (x′和 y′方向相互垂直)的强度,晶格常数分别为
2π/(αk)和 2π/(βk).

g(x′,y′) = χ ′+ρ ′ cos(αkx′)+ γ ′ cos(βky′), (3)

表示二维非线性光晶格及原子之间相互作用部分,
可由 Feshbach共振技术调控. χ ′表示和 s波散射长
度 a0 有关的非线性部分, ρ ′ cos(αkx′)+ γ ′ cos(βky′)

表示非线性项的空间调制部分,即非线性光晶格部
分, x′和 y′方向的周期分别是 2π/(αk)和 2π/(βk).
在变分分析和数值计算中,引入无量纲变量

t → Ert ′

h̄
,x → kx′,y → ky′,ψ → φ/k, (4)

其中 Er = h̄2k2/2m表示反冲能量. 则方程 (1)具有
下列无量纲形式:

i
∂
∂ t

ψ(x,y, t) =−∇2ψ(x,y, t)

+V (x,y)ψ(x,y, t)

+g(x,y)|ψ(x,y, t)|2ψ(x,y, t), (5)

其中

∇2 ≡ ∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2 , (6)

表示二维 Laplace算符,

V (x,y) = ε cos(αx)+ω cos(βy), (7)

表示二维线性光晶格部分,

g(x,y) = χ +ρ cos(αx)+ γ cos(βy), (8)

表示二维非线性光晶格部分. 控制系统稳定性的无
量纲参数为 η = η ′/Er(η = ε,ω,χ,ρ,γ).

3 变分分析

我们求解在二维线性和非线性结合光晶格作

用下方程 (5)的定态解. 为了分析孤立子解的存在
和稳定性,采用如下的形式解

ψ(x,y, t) = u(x,y)exp(−iµt), (9)

其中 µ 表示化学势, u(x,y) 是实函数, 描述孤立子
的外形. 由于二维线性和非线性光晶格在 x和 y方
向的不对称性,我们提出具有椭圆截面的孤立子试
探解 u(x,y),

u(x,y) = Aexp
(
− ax2 +by2

2

)
, (10)

A 表示孤立子的高度, a 和 b 分别表示孤立子在 x
和 y方向与宽度有关的参数. 代入方程方程 (5),得
到二维定态 GP方程

µu+∇2u−V (x,y)u−g(x,y)u3 = 0. (11)

方程 (10)满足归一化条件∫∫
|u|2dxdy =

A2π√
ab

= N. (12)

定态 GP方程可以从下述 Lagrange函数得到:

2L =
∫∫

−µu2 +(∇u)2 +V (x,y)u2

+
g(x,y)

2
u4dxdy. (13)

把方程 (10)代入方程 (13)积分,得到有效 Lagrange
函数

L =
A2π

8
√

ab
[2(a+b)

−A2(ρ e−
α2
8a + γ e−

β2
8b +χ)

−4(ε e−
α2
4a +ω e−

β2
4b +µ)]. (14)

利用 L 求关于变分参数 a, b 和 A 的 Euler-
Lagrange方程

∂L
∂σ

= 0,σ = a,b,A, (15)
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得到

2(a−b)−A2(ρ e−
α2
8a + γ e−

β2
8b +χ)

−4(ε e−
α2
4a +ω e−

β2
4b −µ)

+ e−
α2
4a α2(A2 e

α2
8a ρ +8ε)/(4a) = 0, (16)

−2(a−b)−A2(ρ e−
α2
8a + γ e−

β2
8b +χ)

−4(ε e−
α2
4a +ω e−

β2
4b −µ)

+ e−
β2
4b β 2(A2 e

β2
8b γ +8ω)/(4b) = 0, (17)

a+b+A2(ρ e−
α2
8a + γ e−

β2
8b +χ)

+2(ε e−
α2
4a +ω e−

β2
4b −µ) = 0. (18)

利用方程 (16)—(18)可以求出体系的化学势和原子

数与变分参数 a和 b的关系以及变分参数 a和 b之

间的约束关系.

2µ = a+b+2(ε e−
α2
4a +ω e−

β2
4b )− 8e−

α2
4a (2a2 e

α2
4a +α2ε)(γ e

α2
8a +ρ e

β2
8b +χ e

α2
8a + β2

8b )

α2ρ e
β2
8b +4a(γ e

α2
8a +ρ e

β2
8b +χ e

α2
8a + β2

8b )
, (19)

N =−8πe−
α2
8a

√
ab

2a2 e
α2
4a +α2ε

α2ρ +4a(γ e
α2
8a − β2

8b +ρ +χ e
α2
8a )

, (20)

−2γ{2ae
α2
4a [4(a−b)b+aβ 2]+ εα2(4b+β 2)}e

α2
8a + β2

4b +8aβ 2γω e
3α2
8a +4be

3β2
8b {−[4a(a−b)−bα2]ρ e

α2
4a

−2α2ρε −4a(a−b)χ e
3α2
8a −2α2εχ e

α2
8a }+2β 2ω[α2ρ +4a(ρ +χ e

α2
8a )]e

α2
4a + β2

8b = 0. (21)

物质波孤立子的稳定性可以利用 Vakhitov-
Kolokolov Necessary Criterion[19] (VK 判据) 分析,
在 µ–N 参数图形中, 稳定解总是对应 dµ/dN < 0
的部分.
下面求出两种特殊参数情况下给出的原子数

和化学势的表达式.
1) α = 2, β = 2, ω = ε =−ε , ρ = 0, γ = 0, b= a,

χ =−χ .

N =
4π
χ
(1− 2ε

a2 e−1/a),

µ =
2ε
a
(2−a)e−1/a −a. (22)

通过 VK判据,可以研究线性光晶格中多维孤
立子的存在及其稳定性 [10].

2) α = 2, β = λ , ω = 0, ρ = 0, ε =−ε , χ =−χ ,
γ =−γ .

N =
4π

a
√

ab
a2 −2ε e−1/a

χ + γ e−
λ2
8b

,

µ =
b−3a

2
− ε

(
1− 4

a

)
e−1/a,

8χbe
λ2
8b (a2 e1/a −abe1/a −2ε)−4γε(4b+λ 2)

+8γae1/a(a−b)b+2γa2 e1/aλ 2 = 0. (23)

和文献 [16]中的结果一致,研究了线性和非线
性交叉光晶格中多维孤立子的稳定性.

表 1 几种参数组合下解的稳定性 (“T”表示有稳定孤立子解存在
(dµ /dN < 0), “F”表示没有稳定孤立子解存在 (dµ/dN > 0))

No. ε ω ρ γ
稳定性

χ = 0.5 χ =−0.5

(1) −2 0 0 0 F T

(2) −2 0 0 −1 T T

(3) −2 0 −1 −1 T T

(4) 0 0 −1 0 F F

(5) 0 0 −1 −1 F F

(6) −2 −2 0 0 F T

(7) −2 −2 −1 0 T T

(8) −2 −2 −1 −1 T T

一般情况下, 利用数值计算求解方程 (16)—
(18), 得出 N-µ 曲线, 根据 VK 判据判断解的稳定
性. 表 1中列出了一些特定参数 (其中 α = β = 2)
组合下解的稳定性,其中 “T”表示在所对应的参数
下, N-µ 曲线有负斜率部分, 即可以形成稳定孤立
子. 而 “F”表示在所对应的参数下, N-µ 曲线没有
负斜率部分, 即没有稳定孤立子存在. (1) 表示在
吸引作用的 BECs 体系中一维线性光晶格中可以
形成二维稳定物质波孤立子. (2)表示一维线性光
晶格和一维非线性光晶格结合,在吸引和排斥作用
的 BECs 体系中均可以形成稳定的物质波孤立子.
（3)表示一维线性光晶格和二维非线性光晶格结合,
在吸引和排斥作用的 BECs 体系中也可以形成稳
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定的物质波孤立子. (4)和 (5)表示只存在非线性光
晶格时,不能形成稳定的物质波孤立子. (6)表示二
维线性光晶格中,在吸引作用的 BECs体系中可以
形成稳定的物质波孤立子. (7)和 (8)表示,二维线
性光晶格和一维或二维非线性光晶格结合,都能形
成稳定的物质波孤立子,尽管只存在二维线性光晶
格时,在排斥作用的 BECs体系中并不能形成稳定
的孤立子,可见非线性光晶格确实有稳定孤立子的
作用.
前七种情况在其他文献中已有详细的研究,下

面研究第 (8)种情况下, 即二维线性光晶格和二维
非线性光晶格的结合时,物质波孤立子的存在及其
稳定性.

4 含时变分分析

采用含时变分原理,研究定态解的时间传播特
性,采用如下含时形式的试探解,

ψ(x,y, t) =

√
N
√

ab
π

× exp
[
− a(x− x0)

2 +b(y− y0)
2

2

]
× exp{i[β1(x− x0)

2 +β2(y− y0)
2

+ γ1(x− x0)+ γ2(y− y0)+ϕ ]}, (24)

其中 ϕ , x0, y0, γ1, γ2, β1, β2, a, b是含时变分参数, ϕ
表示相, x0, y0分别表示定态解在 x, y方向的中心位
置, γ1, γ2分别表示 x, y方向的线性相系数, β1, β2分

别表示 x, y方向的 Chirp, a, b分别表示与 x, y方向
定态解的空间宽度有关的参数 [20].
含时 Lagrange函数为

L(t) =
∫∫ ∞

−∞

[
i
2

(
ψ

∂ψ∗

∂ t
−ψ∗ ∂ψ

∂ t

)

+

(∣∣∣∣∂ψ
∂x

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂ψ
∂y

∣∣∣∣2)+V (x,y)|ψ|2

+
1
2

g(x,y)|ψ|4
]

dxdy

=N
(

β̇1

2a
+

β̇2

2b
− γ1ẋ0 − γ2ẏ0 + ϕ̇

)

+N
(

a+b
2

+
2β 2

1
a

+
2β 2

2
b

+ γ2
1 + γ2

2

)

+

√
abN2

4π

[
ρ cos(αx0)exp(−α2

8a
)

+ γ cos(βy0)exp(−β 2

8b
)+χ

]

+N
[

ε cos(αx0)exp(−α2

4a
)

+ω cos(βy0)exp(−β 2

4b
)

]
. (25)

利用 Euler-Lagrange方程, 得到含时变分参数的时

间变化规律,

∂L
∂σ

− d
dt

∂L
∂ σ̇

= 0, (26)

其中 σ = ϕ , x0, y0, γ1, γ2, β1, β2, a,b.

Ṅ =0,

γ̇1 =εα sin(αx0)exp(−α2

4a
)

+

√
abN
4π

ρα sin(αx0)exp(−α2

8a
),

γ̇2 =ωβ sin(βy0)exp(−β 2

4b
)

+

√
abN
4π

γβ sin(βy0)exp(−β 2

8b
),

ẋ0 =2γ1,

ẏ0 =2γ2,

ȧ =−8β1a,

ḃ =−8β2b,

β̇1 =a2 −4β 2
1 +

1
2

εα2 cos(αx0)exp(−α2

4a
)

+

√
abN

16π
ρα2 cos(αx0)exp(−α2

8a
)

+
a
√

abN
4π

[
ρ cos(αx0)exp(−α2

8a
)

+ γ cos(βy0)exp(−β 2

8b
)+χ

]
,

β̇2 =b2 −4β 2
2 +

1
2

ωβ 2 cos(βy0)exp(−β 2

4b
)

+

√
abN

16π
γβ 2 cos(βy0)exp(−β 2

8b
)

+
b
√

abN
4π

[
ρ cos(αx0)exp(−α2

8a
)
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+ γ cos(βy0)exp(−β 2

8b
)+χ

]
, (27)

x0, y0 满足的方程可以看作一个经典粒子在位势中

的运动,位势满足牛顿力学方程,

ẍ0 =2γ̇1 =− ∂V
∂x0

,

ÿ0 =2γ̇2 =− ∂V
∂y0

,

V =2
[

ε cos(αx0)exp
(
− α2

4a

)

+ω cos(βy0)exp
(
− β 2

4b

)]
+

√
abN
2π

[
ρ cos(αx0)exp

(
− α2

8a

)

+ γ cos(βy0)exp
(
− β 2

8b

)]
. (28)

为了求出稳定的定态解,可以使含时变分参数
对时间的一阶导数等于零,即

σ̇ = 0. (29)

取简单的形式, N =常数, γ1 = γ2 = 0, α = β = 2,
β1 = β2 = 0, x0 = y0 = 0, a和 b所满足的方程

a2 +
a
√

abN
4π

[
χ +ρ exp

(
− 1

2a

)

+ γ exp
(
− 1

2b

)]
+2ε exp

(
− 1

a

)

+

√
abN
4π

ρ exp
(
− 1

2a

)
= 0,

b2 +
b
√

abN
4π

[
χ +ρ exp

(
− 1

2a

)

+ γ exp
(
− 1

2b

)]
+2ω exp

(
− 1

b

)

+

√
abN
4π

γ exp
(
− 1

2b

)
= 0. (30)

此时,可以在给定线性和非线性光晶格的强度,
原子之间的相互作用以及原子数的情况下,数值计
算求出描述稳定定态解波包的参数 a, b, A. 含时变
分方法得到的结果可以和 VK 判据的结果进行对
比. 具体操作是,给定相同的系统参数,在 N-µ 图中
按照 VK判据找出稳定解所对应的点,由于 N, µ 都
是 a, b的函数,所以相图上的一点一定和一对 a, b

对应,再根据归一化条件,求出 A,进而和含时变分
方法的结果进行对比.

5 稳定性验证

我们验证表 1 中的第 (8) 种情况, 即 ε = −2,
ω = −2, ρ = −1, γ = −1, χ = −0.5. 图 1 是根据
方程 (16)—(18) 计算出所对应参数下体系的 N-µ
图形, 按照 VK 判据, 当有 dµ/dN < 0 的部分存在
时, 说明体系有稳定的局域态解存在, 我们在图上
选择一点, 这点对应的参数标在图上, 尤其注意原
子数 N ≈ 4. 把 N ≈ 4 代入含时变分得到的方程
(30),可以求出稳定解对应的宽度参数是 a = 3.839,
b = 3.839,再利用归一化条件得到 A = 2.21089,这
和 VK判据得到的结果是一致的.
我们利用有限差分法求解无量纲 GP方程 (5),

研究变分法给出结果的稳定性, 图 2 是把图 1 中
的结果作为初始条件计算得到的波包随时间传播

的特性. 数值计算过程中, 空间步长和时间步长分
别是 h = 0.05 和 τ = 0.001. 图 2(a) 是波包振幅随
时间的变化,可以看出,振幅随时间有规律地振荡,
说明孤立子随时间的演化是稳定的, 说明非线性
光晶格确实可以稳定孤立子. 图 2(b), (c)分别是波
包在 t = 0 和 t = 500 时的形状, 可以看出定态解
有良好的定域性, 初始波包和终了波包的振幅是
不同的,由初始变分法给出的结果演化到最后一个
稳定的呼吸状的孤立子. 图 2(d), (e)分别是波包传
播过程中每一时刻 x = 0和 y = 0的截面图形随时
间的演化, 同样可以看出稳定振荡的结果, 说明了
波包随时间演化的细节. 因此, 数值计算的结果和
变分计算的结果是完全一致的,证明了我们的理论
分析.

图 1 变分计算得到的 N–µ 相图
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图 2 定态解随时间传播特征

6 结 论

利用变分法和数值模拟的方法研究了二维线

性和非线性结合光晶格中二维 BECs 体系中物质

波孤子的存在及其稳定性. 变分法和 GP方程是研

究光晶格中 BECs的理论基础,利用定态变分法及

VK判据确定了二维线性光晶格和非线性光晶格可

以在吸引和排斥作用的原子体系中维持稳定的孤

立子. 由于线性和非线性光晶格的结合,以及原子

之间相互作用的存在,使得体系的稳定性由五个参

数控制,即晶格强度和原子之间相互作用的非线性

项,给出了这些参数的各种组合下系统是否存在稳

定的孤立子, 对类似的问题进行了总结. 含时变分

法是研究孤立子随时间变化的基础,我们利用含时

变分法, 给出了稳定孤立子存在的波包参数, 这个

结果和定态变分法给出的结果是一致的. 最后利用
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数值方法直接求解 GP方程,把变分法得到的结果
作为初始条件, 得到了稳定的呼吸型孤立子, 证明
了变分的结果是正确的. 本文一方面总结了二维线
性和非线性光晶格中各种参数组合下孤立子的存

在及其稳定性,另一方面总结了研究类似问题的基
本研究方法, 即理论分析和数值模拟相结合, 在其
它问题中可以直接应用.
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Abstract
By means of variational solution and direct numerical simulation of the Gross-Pitaevskii equation (GPE), we have studied the

stability of matter-wave solitons in two-dimensional (2D) Bose-Einstein condensations (BECs), with 2D linear and nonlinear optical
lattices (OLs). Using the static variational approach and Vakhitov-Kolokolov criterion necessary for stability, we obtain the stability
condition for solitons in different combinations of OL’s parameters. We show that the 2D linear and nonlinear optical lattices allow us
to stabilize 2D solitons for both attractive and repulsive interactions. We also study the time-evolution problems of 2D BECs, using the
time-dependent variational approach and numerical solution of GPE for 2D linear and nonlinear OLs. Very good agreement between
the results corresponding to both treatments is observed.
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