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双稳态系统中随机共振和相干共振的相关性*
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研究了加性噪声和乘性噪声共同驱动的双稳态系统中的随机共振和相干共振现象.针对加性噪声和乘性噪声

之间不存在关联性和存在关联性两种情形,引入一种适当的能同时表征随机共振和相干共振的指标,应用一阶欧拉

方法,通过数值模拟对系统的随机共振和相干共振现象进行研究.结果表明在弱噪声驱动下,随着加性噪声强度的

增加,当系统出现相干共振时,如果给系统外加一个弱周期驱动力,几乎在同一时刻,系统也出现了随机共振现象;

但随着乘性噪声强度的增加,仅当加性噪声和乘性噪声之间相关时,此结论成立. 并且系统参数对相干共振和随机

共振的影响是一致的.
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1 引 言

随机共振、相干共振均为噪声诱导的某种意

义下系统有序活动得到增强的奇特现象,这两种现

象之间有不少相似之处.简言之,随机共振 (stochas-

tic resonance)是由 Benzi等 [1] 和 Nicolis等 [2] 在上

世纪 80 年代初研究古气候冰川问题时首次提出,

随机共振被解释为周期信号、非线性和噪声之间

的一种协同现象, 表征随机共振的指标有功率谱

振幅、信噪比、弛豫时间分布密度、互有信息和

Fisher信息等 [3],随机共振现象是指表征随机共振

的指标随着噪声强度的增加, 会出现一个极大值.

相干共振 (也称一致共振) (coherence resonance)首

先由 Hu等 [4] 在研究生物系统时提出,表征相干共

振的量有功率谱、信噪比、相干系数等. 相干共振

指的是在可激系统 (如双稳态系统或阈值系统)中,

表征相干共振的指标随噪声强度的变化也不是单

调的, 而是存在一个最优的噪声强度对应最强 (或

最规则)的相干运动 [5].

自从随机共振和相干共振被提出以来,这两种

现象一直作为不同的学科来发展. 近年来关于随

机共振和相干共振的研究不断涌现 [6−19], 2000年,

Lindner等 [6] 最先在一种 FizHugh-Nagumo模型中

研究了随机共振和一致共振的关系,他们的研究表

明在该系统中出现一致共振,同时若该系统加入周

期外力,则系统会出现随机共振现象; Hu等 [8]以双

稳系统为例研究了随机共振和一致共振的关系,研

究表明表征系统随机共振和相干共振的指标具有

类似性质,随系统参数 (如噪声强度)改变它们的变

化趋势类似,即随机共振和一致共振之间存在某种

相关性. 随着神经科学的发展,人们发现分析这两

者之间的关系越来越重要 [6,7]. 研究表明在神经系

统中, 神经元在强噪声背景下工作, 并且神经元通

常都是以信号嵌入在噪声中的形式传输信息.因此

在神经元传输信号的过程中,信号和噪声是天然存

在的,并且神经元系统一般均为阈值系统.换言之,

在神经元系统中存在同时出现随机共振和相干共

振的条件,如果能够得到随机共振和相干共振的关

系, 则人们就可以清楚在神经元工作过程中, 噪声

和信号分别扮演什么角色,对神经元传输信息的方

式有更进一步的理解,这对神经科学的发展是有益

的. 另一方面人们感兴趣的是在系统出现相干共振

时, 如果给对应的系统外加一个周期信号, 会不会
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在对应时刻出现随机共振现象?已有文献中,在研
究双稳态系统的随机共振现象时所采用信噪比表

达式, 不管使用两态理论还是线性响应理论, 当系
统输入信号的振幅为 0时,系统输出信噪比值均为
0,因此用其来研究系统的相干共振不合适. 本文引
入一种适当的能同时表征随机共振和相干共振的

指标, 应用一阶欧拉方法, 通过数值模拟对系统的
随机共振和相干共振现象进行研究.
本文第二部分和第三部分分别针对加性噪声

和乘性噪声之间不存在关联性和存在关联性两

种情形时对系统随机共振和相干共振的关系进

行研究.

2 不关联噪声驱动的双稳态系统中随
机共振和相干共振

考虑由如下的 Langevin方程所确定的一维双
稳态系统:

dx(t)
dt

=− ∂U0(x,x(t))
∂x

+ x(t)ξ (t)

+η(t)+Acos(2πΩ t), (1)

U0(x) =− a
2

x2 +
b
4

x4, (2)

其中 U0(x) 表示对称的势函数, 本文中取 a = 1,
b = 1. ξ (t)和 η(t)分别为乘性和加性白噪声,且这
两个噪声之间相互独立,它们的均值和 (协)方差如
下所示:

⟨ξ (t)⟩= ⟨η(t)⟩= 0,

⟨ξ (s)ξ (s′)⟩= 2Dδ (s− s′),

⟨η(t)η(t ′)⟩= 2αδ (t − t ′),

⟨ξ (t)η(s)⟩= ⟨ξ (s)η(t)⟩= 0. (3)

其中 D和 α 分别为乘性和加性白噪声的噪声强度.
Acos(2πΩ t)为外部的周期驱动力, A为振幅, Ω 为
周期驱动力的频率.
相应于 (1)—(3)式的概率密度函数 P(x, t)满足

下面的 Fokker-Planck方程:
∂P(x, t)

∂ t
=− ∂

∂x
[ax−bx3 +F(t)+Dx]P(x, t)

+
∂ 2

∂x2 [Dx2 +α]P(x, t), (4)

则方程 (4)所对应的稳态概率密度函数 Pst(x)为

Pst(x) = N|Dx2 +α|−1/2 exp
[
− Ũ(x)

D

]
, (5)

其中 N 是标准化的系数,广义势函数 Ũ(x)为

Ũ(x) =
b
2

x2 −
(

a+D
2

+
αb
2D

)
ln |Dx2 +α|

−
√

D
α

arctan
(√

D/αx
)

Acos(2πΩ t). (6)

图 1给出了双稳态势函数U0(x)和广义势函数

Ũ(x)的图形. 由图 1可见,模型中噪声不改变双稳

态系统势函数的对称性,甚至对势井的深度影响也

不明显,仅仅对势函数做了上下平移.

图 1 势函数U0(x)和广义势函数 Ũ(x)图形 (D= 0.01, α = 0.1,
A = 0)

下面应用一阶欧拉方法,通过数值模拟对双稳

态系统中随机共振和相干共振现象进行研究,进而

讨论这两种现象之间的相关性. 在本文中采用描述

随机共振和相干共振的指标为同一定义,本文称其

为信噪比,其定义为系统输出总功率谱在输入信号

频率对应处的峰值与噪声功率谱在输入信号频率

处峰值的比值,本文为了比较随机共振和相干共振

方便,将描述随机共振的信噪比记为 SNR,而将表

征相干共振的指标记为 η . 其中信噪比的定义为

SNR =
系统输出信号功率谱密度在输入信号频率对应处的值

噪声功率谱密度在输入信号频率处对应的值
, (7)

η =
系统输出信号功率谱密度在输入信号频率对应处的值

噪声功率谱密度在输入信号频率处对应的值

∣∣∣∣
A=0

. (8)
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图 2 η 和 SNR作为加性噪声强度 α 的函数的曲线 (D = 0.01,
Ω = 0.01)

图 2是描述一致共振的指标 η(A)和描述随机
共振的指标 SNR(B) 作为系统加性噪声强度 α 的
函数的曲线.由图 2(a)可见,在 η-α 曲线上出现了
一个极大值, 即系统出现了相干共振现象, 并且峰
的位置在 α = 0.3附近.在图 2(b)中,随着噪声强度
α 的增加,在 α = 0.01附近系统的输出信噪比曲线
上出现了一个极大值,这是因为 Ω = 0.01对应的是
外部周期驱动的频率,这也说明了本文所采用的描
述随机共振的指标是正确的. 随后随着加性噪声强
度的增加,在 α = 0.1附近, SNR-α 曲线上出现了一
个极小值,当加性噪声强度 α 更进一步增加时,在
α = 0.3 附近 SNR-α 曲线上再次出现了随机共振
现象. 由图 2 可见, 在采用上述指标描述系统的随
机共振和相干共振现象时,当系统出现相干共振的
时刻, 如果给系统外加一个弱周期驱动力, 几乎在
同一时时刻, 系统也出现了随机共振现象. 这就表
明,系统的随机共振和一致共振在弱噪声强度和弱
周期力条件下是一致的,均是本文所给指标增强的
一种奇特现象.
图 3是描述一致共振的指标 η(A)和描述随机

共振的指标 SNR(B) 作为系统的乘性噪声强度 D

的函数的曲线.由图 3(a)可见,在 η-D曲线上出现
了一个极大值, 即系统出现了相干共振现象, 并且

峰的位置在 D = 0.2附近.但在图 3(b)中,随着噪声
强度 D的增加, SNR-D曲线是单调递减的. 由图 3
可见,在本文所采用的描述随机共振和相干共振的
指标下, 随着乘性噪声强度的增加, 系统会出现一
致共振现象,但不会出现随机共振现象.

图 3 η 和 SNR 作为加乘性噪声强度 D 的函数 (α = 0.03,
Ω = 0.01)

3 关联噪声驱动的双稳态系统中随机
共振和相干共振

在模型 (1)—(3)中考虑噪声之间的关联性:

dx(t)
dt

=− ∂U0(x,x(t))
∂x

+ x(t)
√

1− cξ (t)

+
√

cη(t)+Acos(2πΩ t), (9)

其中 ξ (t) 和 η(t) 为关联的乘性和加性白噪声, 其
性质如 (3) 式所示, c(0 < c < 1) 为噪声关联系数,
上述系统中噪声之间的关联是一类空间关联形式,
如下图是一种在白鲟鱼头部外围壶腹状的电接受

器中发现的两个不直接耦合的有区别的振子, ξ (t)
和 η(t)分别代表两个自激振子,可以用不同的噪声
模拟,这两个振子通过不直接耦合的方式对神经元
的放电模式都会产生影响.若设 s(t)是外部对神经

元的一个刺激,它会通过不同的比例刺激两个振子
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ξ (t) 和 η(t), 因而产生了文中的噪声关联形式, 详
细见文献 [15, 16]对其描述.

图 4 电传感器示意图 [17]

相应于 (9)式, (2), (3)的概率密度函数 P1(x, t)

满足下面的 Fokker-Planck方程:

∂P1(x, t)
∂ t

=− ∂
∂x

[(a+D(1− c))x−bx3

+F(t)]P(x, t)+
∂ 2

∂x2 [D(1− c)x2

+ cα]P(x, t), (10)

由 (10)式可得准稳态概率密度 Pst(x)为

Pst(x) = N1[D(1− c)x2 + cα]−1/2 exp
[
− Ũc(x)

D

]
,

其中 N1 为归一化常数,广义势函数 Ũc(x)为

Ũc(x) =
bx2

2(1− c)
− 1

2

[
a+D(1− c)

1− c
+

cαb
D(1− c)2

]

× ln(cα +D(1− c)x2)−

√
D

αc(1− c)

× arctan

√
D(1− c)

αc
xF(t). (11)

图 5给出了双稳态势函数U0(x)和广义势函数

Ũc(x)的图形. 由图可见,外部周期驱动力会改变双
稳态系统势井的对称性,当外部周期驱动力不为零
时, 系统的对称性被打破. 当外部周期力的振幅很
小时,系统的非对称改变量很小.

该部分所采用的方法和指标与第二节研究不

关联噪声驱动的双稳态系统中随机共振和相干共

振的方法和指标相同.

图 6(a) 所示为关闭外部周期驱动力时表征系
统一致共振现象的指标 η 作为加性噪声强度 α 的
函数随不同噪声关联参数 c变化的曲线.由图可见,
随着加性噪声强度 α 的增加, η-α 曲线上出现了一
个极大值, 即表明系统出现了相干共振现象. 并且
随着噪声关联系数 c 的增加, 峰的高度几乎不变,

峰的位置向噪声强度减小的方向偏移,且峰的宽度

变窄.

图 5 势函数U0(x)和广义势函数 Ũc(x)图形 (c= 0.6, D= 0.01,
α = 0.1 A = 0.2)

图 6 η和 SNR作为加性噪声强度α的函数随不同参数 c变化

的曲线 (▽ (c = 0.3), ⊙ (c = 0.6), ∗ (c = 0.9), D = 0.01, Ω = 0.01)

图 6(b)所示为存在外部周期驱动力时系统的

输出信噪比 SNR作为加性噪声强度 α 的函数随不
同的噪声关联参数 c变化的曲线.由图可见,随着加

性噪声强度 α 的变化,系统的输出信噪比曲线上出

现了一个极大值,这是我们很熟悉的随机共振现象.

并且随着噪声关联系数 c的增加,峰的高度有微小

提高, 峰的位置向噪声强度减小的方向偏移, 且峰
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的宽度变窄. 由图 6 可见, 对关联噪声驱动的双稳

态系统来说,在采用上述指标描述随机共振和相干

共振的前提下, 当系统出现相干共振的时刻, 如果

给系统外加一个弱周期驱动力的话,几乎在同一时

时刻, 系统也出现了随机共振现象. 并且噪声和噪

声关联参数 c 对相干共振和一致共振的影响是一

致的. 这就表明, 系统的相干共振和一致共振在弱

噪声和弱周期力驱动下是一致的.

图 7 η和 SNR作为乘性噪声强度D的函数随不同参数 c变化

的曲线 (▽ (c = 0.3), ⊙ (c = 0.6), ∗ (c = 0.9), D = 0.01, Ω = 0.01)

图 7(a) 为关闭外部周期驱动力时表征系统一

致共振的指标 η 作为乘性噪声强度 D的函数随不

同噪声关联参数 c 变化的曲线. 由图可见, 随着乘

性噪声强度 D的增加, η-D曲线上出现了一个极大

值, 即系统出现了相干共振现象. 并且随着噪声关

联系数 c的增加,曲线的形状和位置几乎不变.

图 7(b)所示为存在外部周期驱动力时系统输

出信噪比 SNR作为乘性噪声强度 D的函数随不同

噪声关联参数 c 变化的曲线. 由图可见, 随着乘性

噪声强度 D的变化,系统的输出信噪比曲线上出现

了一个极大值, 即系统出现了随机共振现象. 并且

随着噪声关联系数 c的增加,曲线的形状和位置几

乎不变. 由图 7 可见, 在采用上述指标描述随机共

振和相干共振的前提下,随着乘性噪声强度 D的增

加, 当系统出现相干共振的时刻, 如果给系统外加
一个弱周期驱动力的话, 几乎在同一时刻, 系统也
出现了随机共振现象,并且系统噪声关联系数对相
干共振和一致共振的影响相同, 这就表明, 系统的
随机共振和一致共振在弱噪声和弱周期力驱动下

是一致的.

4 结论与分析

从以上的数值模拟结果可以得到结论:在弱噪
声和弱周期力驱动的双稳态系统中,相干共振和随
机共振现象是一致的. 为了解释它们的一致性, 我
们不妨从随机共振产生的机理来分析. 众所周知,
经典的解释随机共振产生的机理是假设过阻尼粒

子在双稳态势井中做跃迁运动,当噪声诱导的这种
势井间的跃迁运动和外部的弱周期驱动达到一种

统计意义上的同步时, 随机共振现象出现. 图 1给
出对称势函数 U0(x) 和仅受加性与乘性噪声驱动

时双稳态系统的广义势函数 Ũ(x) 的曲线. 由图可
见,模型中噪声仅对原对称势函数 U0(x)曲线做了

上下平移, 不改变势井的形状, 因而当噪声强度增
加到某一合适值时,帮助过阻尼粒子克服势垒高度,
在两个势井间有规律的跃迁,即产生了相干共振现
象. 同时由图 5 可见, 外部周期驱动力会改变双稳
态势井的对称性, 在弱外部周期力下, 虽然系统的
非对称改变量很小,但双稳态势井的非对称性却使
粒子穿过势垒的跃迁更容易. 既然绝热近似理论要
求双稳态系统中出现随机共振的条件是外部周期

驱动力很小, 那么当外部周期驱动力关闭, 而系统
的噪声可以在某种程度上弥补弱周期驱动力对势

井的改变,进而使系统出现 “随机共振”现象,因为
此时的外部周期驱动力为 0,则系统出现了一致共
振现象.

随机共振和相干共振是随机动力系统中的两

个有趣现象,这两个现象一直被当做不同的学科来
研究. 但分析研究随机共振和相干共振的文献, 人
们不难发现, 由于随机动力系统的多样性, 尽管研
究随机共振和相干共振的方法灵活多样,表征这两
种现象的指标也很灵活, 但它们之间的共性很多,
如这两者同为噪声诱导的系统某方面的有序性质

提高的现象,并且它们的研究思路是类似的. 如果
将研究这两种现象的方法以及表征它们的指标之

间异同能够清楚地找出,使得这两者之间能关联起
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来, 则理论上对噪声诱导的同步现象更加完善, 实

际上利用这两者关联性可以更好的优化系统的输

出,使得随机共振、相干共振和相同步之间建立起

定量的关系, 可以从物理的角度互相解释, 进而互

相促进. 这是以后我们努力研究的一个方面.

作者董小娟感谢 Ohio University 物理与天文学院
Alexander B. Neiman 教授对其在数值计算方面的帮助和
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Abstract
The phenomenon of stochastic resonance (SR) and coherence resonance (CR) in a bi-stable system driven by additive and mul-

tiplicative noises has been investigated. For the case that the system has uncorrelated or correlated additive and multiplicative noises,
we introduce an appropriate index that can characterize both SR and CR at the same time. Applying the first-order Euler numerical
computation to study the SR and CR, We can show that for small noise density, with the increase of additive noise density, and the
appearance of CR, if we add a small periodic force to the bi-stable system, SR will occur almost at the same time. However, with
increasing multiplicative noise density, the above conclusion may be satisfied only for correlated additive and multiplicative noises.
Moreover, the effects of other parameters on CR and SR can be shown to be the same.
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