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级联双稳 Duffing系统的随机共振研究*
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研究了级联双稳 Duffing系统的随机共振特性,证明级联双稳 Duffing系统变尺度系数、阻尼比和级数等参数

的适当调节,不仅可实现大参数信号的级联随机共振,而且可优化单级双稳 Duffing系统的随机共振特征,即参数调

节的级联双稳 Duffing系统能实现比单级双稳 Duffing系统更好的随机共振输出.此外,级联双稳 Duffing系统对方

波信号具有良好的滤波整形作用,可用于实现含噪方波信号的波形恢复.
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1 引 言

随机共振 (stochastic resonance) 是 Benzi 和
Nicolis 等人在研究古气象冰川问题时首次提出
的 [1,2],用以解释过去 70万年地球的冰川期和冷气
候期周期交替出现的现象. 自那之后, 随机共振现
象不仅得到进一步的实验验证 [3,4], 而且成为许多
领域广泛研究的课题 [5−7]. 随机共振利用非线性系
统, 在输入信号和噪声的协同作用下, 系统输出的
信噪比将会出现峰值,产生类似力学中人们熟知的
共振输出,故称为随机共振. 此前相关学者对一维
双稳 Langevin方程的随机共振进行了较为深入的
研究 [8,9],而二维双稳 Duffing方程同样能产生随机
共振, 其研究正引起广泛的兴趣, 并取得逐渐深入
的研究成果 [10−13].
本文在已有的双稳 Duffing系统随机共振研究

成果的基础上, 研究了级联双稳 Duffing 系统的随
机共振特性. 研究表明,在参数条件合适的情况下,
级联双稳 Duffing 系统不仅能实现随机共振, 而且
比单级双稳 Duffing 系统具有更好的随机共振输
出特性. 为便于应用, 本文进一步研究了级联双稳

Duffing 系统的大参数随机共振, 讨论得出了级联
双稳 Duffing 系统随机共振优化的参数条件, 并说
明了级联双稳 Duffing系统的级数对随机共振输出
特性的影响.结果表明,级联双稳 Duffing系统参数
(变尺度系数、阻尼比、级数等)的适当调节,可得
到比单级双稳 Duffing系统更好的随机共振输出效
果.此外,级联双稳 Duffing系统对方波信号具有非
常优良的滤波整形特性,可用于实现含噪方波信号
的波形恢复.

2 级联双稳 Duffing 系统的随机共振
特性

考虑一个在势场中运动的单位布朗粒子 [14],
其运动方程为

ẍ+ kẋ =− dU(x)
dx

+ s(t)+n(t), (1)

其中 k 为阻尼比, U(x) 为势函数, s(t) 表示周期
驱动力, n(t) 表示强度为 D 的高斯白噪声, 且满
足 ⟨n(t)⟩ = 0, ⟨n(t)n(t ′)⟩ = 2Dδ (t − t ′). 取势函数

U(x) = −1
2

x2 +
1
4

x4 表示含两个稳定定态 (x = ±1)
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和一个不稳定定态 (x = 0)的非线性双稳势场,形成
被势垒分隔开的两个势阱,如图 1所示,则方程 (1)
又可改写为由周期特征信号 s(t) 和噪声信号 n(t)
共同驱动的双稳 Duffing系统 [15]

ẍ+ kẋ− x+ x3 = s(t)+n(t). (2)

方程 (2) 是能够产生随机共振的非线性双稳
Duffing系统 [16]. 在信号、噪声和系统达到协同作
用时, 噪声将产生积极作用, 使一部分噪声能量转
移到信号身上, 信号能量得到加强, 系统输出会形
成两个势阱间的大范围跃迁运动,即系统达到随机
共振.
现在考虑将多个这样的系统进行串联相连 (级

联),如图 2,并保持各级系统参数 k一致,则当系统
输入周期特征信号为谐波信号 Acos(2π f0t) 时, 该
级联双稳 Duffing系统可表示为

ẍ1 + kẋ1 − x1 + x3
1 = Acos(2π f0t)+n(t),

ẍ2 + kẋ2 − x2 + x3
2 = x1,

· · · · · ·

ẍn + kẋn − xn + x3
n = xn−1,

(3)

其中 n > 2 时, xn(t) 既是上一级双稳 Duffing 系统
的输出,又是该级双稳 Duffing系统的输入. 我们把
方程组 (3)中第 i个方程所表示的系统称为第 i级

双稳 Duffing系统.

以方程组 (3)为模型研究级联双稳 Duffing系
统的随机共振特性,取系统参数 k = 0.5,信号参数
A = 0.1, f0 = 0.01 Hz, D = 0.4,采样频率 fs = 5 Hz,
此时单级双稳 Duffing 系统的输出达到随机共振,
如图 3(c)和 (d)所示,其中非线性微分方程采用 4阶
Runge-Kutta法进行数值求解, 计算点数 N = 4096,
输出频谱平均 10次 (以下同).若将单级双稳 Duff-
ing系统的输出 x1(t)输入到第 2级双稳 Duffing系
统中,可得到第 2级双稳 Duffing系统的输出 x2(t),
其波形图和频谱图如图 3(e)和 (f)所示. 作为对比,
原始输入信号 sn(t) = s(t)+n(t)的波形图和频谱图

显示在图 3(a)和 (b)中.

图 1 双稳 Duffing系统的势函数

图 2 级联双稳 Duffing系统

观察图 3,输入信号 sn(t)中特征信号 s(t)幅值

很小, 其频谱特征不太明显. 经过单级双稳 Duff-

ing系统作用后,其频谱中 f = 0.01 Hz处的谱峰值

(0.553)得到明显增大,容易从频谱中得到识别.而

经过第 2 级双稳 Duffing系统的作用后, 该谱峰值

(0.731)得到进一步增大,特征频率的可识别性也进

一步增强. 这说明在参数条件合适的情况下, 级联

双稳 Duffing 系统不仅能实现随机共振, 而且能够

获得比单级双稳 Duffing系统更好的随机共振输出

特性.

保持图 3 其他参数不变, 改变输入的噪声强

度, 对 20000 点数据进行计算, 可以得到第 2 级双

稳 Duffing系统输出在频率 f = f0 处的幅值 Am 随

噪声强度 D 的变化规律, 如图 4. 图 4 表明, 信号

经过 Duffing 系统处理后, 特征信号频率处的谱峰
值随噪声强度 D 的增加呈现先增后减的规律, 并
在某一噪声强度时达到最优,这是典型的随机共振
特征.

3 讨 论

上节以一组参数说明了级联双稳 Duffing 系
统所具有的随机共振特性, 下面对其进一步研究
和讨论.

3.1 级联双稳 Duffing 系统的大参数随机
共振

基于绝热近似理论 [17] 的随机共振仅适用于小
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参数条件 (信号幅值、频率和噪声强度均很小),而
实际工程信号往往不满足小参数条件,此时绝热近
似理论已不适应实际工程需要.对于大幅值 A,通常
只需要做一个简单的线性变换即可使其符合小参

数条件.文献 [16]以单级双稳 Duffing系统为模型,
对信号频率 f0 和噪声强度 D为大参数的情况进行
了研究.对于信号频率 f0 为大参数的情况,引入变
尺度系数 R, 采用变尺度 (或二次采样)[18−20] 的方

法,先对输入信号进行频率/时间尺度变换,经过尺
度 R变换之后的信号输入双稳 Duffing系统进行处

理,可使系统实现随机共振,获取特征频率值,之后

再按尺度 R进行信号的还原恢复即可得到实际信

号的特征频率值; 对于噪声强度 D 为大参数的情

况,可适当增大阻尼比参数 k的取值,使双稳 Duff-

ing系统能够实现随机共振的最优噪声值也随之增

大, 从而实现一定大噪声强度参数下双稳 Duffing

系统的随机共振;而对于信号频率 f0和噪声强度 D

同为大参数的情况,只需同时进行频率/时间尺度变

换和阻尼比参数 k的调整,亦可实现随机共振 [16].

图 3 级联双稳 Duffing系统的随机共振 (a)输入信号波形图; (b)输入信号频谱图; (c)第 1级双稳 Duffing系统输出波形图; (d)第 1
级双稳 Duffing系统输出频谱图; (e)第 2级双稳 Duffing系统输出波形图; (f)第 2级双稳 Duffing系统输出频谱图
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对于级联双稳 Duffing 系统, 大参数输入信号
的随机共振依然可以通过上述调节方法实现. 在方
程组 (3)中,取信号参数 A = 0.1, f0 = 40 Hz, D = 5,
采样频率 fs = 20000 Hz, 其波形和频谱如图 5(a)
和 (b) 所示. 可以看出, 由于信号幅值小而噪声强
度大,频率 f = 40 Hz的信号频谱淹没在强噪声背
景中而不能识别. 为了从强背景噪声中提取出特
征信号的频率信息, 首先令尺度变换系数 R = 1,
阻尼比 k = 0.5,计算得到级联双稳 Duffing系统第
2 级的输出波形和频谱, 如图 5(c) 和 (d) 所示 (注:
为看清频谱结构, 图 5(d)的幅值取为其对数值,单
位是 dB).由于信号频率 f0 = 40 Hz已远大于绝热
近似理论要求的小频率参数条件, 而且噪声强度
D = 5亦远超出 Duffing系统产生随机共振的最优
噪声强度值,因此其输出频谱中 f = 40 Hz处看不
到明显的谱峰值特征. 此时, 将尺度变换系数设为
R = 4000, 对应的二次采样频率 fsr = fs/R = 5 Hz,
将阻尼比设为 k = 2.5, 再次计算得到第 2 级双稳
Duffing系统的输出波形和频谱如图 5(e)和 (f), 从
输出频谱中 f = 0.01 Hz处能够看到非常明显的信
号谱峰, 经过频率反变换得到特征信号的频率为
f ′ = f ×R = 40 Hz,这正是原微弱特征信号 s(t)的
频率.因此, 可以选择合适的变尺度系数 R和阻尼
比参数 k,通过频率/时间尺度变换和阻尼比参数调
节的方法, 实现级联双稳 Duffing 系统的大参数随
机共振.

图 4 第 2级联双稳 Duffing系统输出特征信号谱峰值随输入
噪声强度的变化规律

3.2 级联双稳 Duffing 系统随机共振优化
实现的参数条件

由 3.1节的分析已经知道,如果输入信号 sn(t)
的幅值 A、频率 f0 和噪声强度 D不满足级联双稳
Duffing系统实现随机共振的参数条件,则可通过线

性压缩/放大、频率/时间尺度变换和阻尼比参数调
节等方法使其实现随机共振. 因此, 本小节不讨论
级联双稳 Duffing系统随机共振实现的具体参数条
件, 而是讨论级联双稳 Duffing 系统能够获得比单
级双稳 Duffing系统更好的随机共振输出效果的参
数调节规律, 即对单级双稳 Duffing 系统的随机共
振实现优化,这一点有着重要的实际意义.因此,我
们通过改变参数来进一步数值研究这一问题.
首先考察信号频率 f0对级联双稳Duffing系统

输出的影响.在方程组 (3)中,取 k = 0.5, A = 0.1,噪
声强度分别取 D = 0.4和 D = 0.8,并将特征信号频
率 f0 从 0.005增大到 0.05,令采样频率 fs = 500 f0,
计算点数 N = 20000. 对方程组 (3)进行数值计算,
得到第 1级和第 2级级联双稳 Duffing系统输出频
谱中频率 f0 处的谱峰值 Am, 绘出其谱峰高度 Am

随信号频率 f0变化的 Am- f0关系曲线,如图 6(a)和
(b)所示. 由图 6(a)和 (b)看到,对于任意噪声强度
D,两条曲线随 f0 的增大在某个低频 f ′0 处相交,在
相交前第 2级双稳 Duffing系统的输出特征信号谱
高大于第 1 级的, 而相交后第 2 级双稳 Duffing系
统的输出特征信号谱高小于第 1级的,且比第 1级
的谱高衰减迅速.这种现象表明,级联双稳 Duffing
系统并非总像图 3那样能够提高单级双稳 Duffing
系统输出信号频率 f0 处的谱高, 无论第 1 级双稳
Duffing系统的输出是否达到随机共振,第 2级双稳
系统都将在有限的低频范围 ( f0 < f ′0)内来增强 f0

处的谱高,此低频范围取决于噪声强度 D, D大, f ′0
也大,于是可增强 f0 处谱高的低频范围就宽一些.
从以上规律可以得到级联双稳 Duffing系统随

机共振优化实现的参数条件之一,即不管噪声强度
为多少, 第 1 级双稳 Duffing系统是否达到随机共
振,总会存在一低频范围,当特征信号频率 f0 通过

频率/时间变换的变尺度方法压缩至该低频范围之
内时, 就可以使级联双稳 Duffing 系统的输出特征
信号谱高优于单级双稳 Duffing 系统的输出谱高,
实现优化.
其次考察噪声强度 D对级联双稳 Duffing系统

输出的影响.由图 6(b)与 (a)比较可以看出,由于噪
声强度增大, 相同参数条件下级联双稳 Duffing 系
统输出频谱中特征信号的谱峰值已经明显减小. 此
时,保持其他参数不变,仅改变方程组 (3)中阻尼比
k的取值,使其增大为 k = 0.8,同样绘出第 1级和第
2级级联双稳 Duffing系统输出频谱中频率 f0 处的

谱峰值 Am 随信号频率 f0 变化的 Am- f0 关系曲线,
如图 6(c). 对比图 6(b)和 (c),在噪声强度 D大于最
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优噪声强度的条件下,增大阻尼比 k值虽然减小了
第 2级双稳 Duffing系统随机共振实现优化的低频
范围 (即 f ′0 减小),但在该低频范围内,通过增大阻
尼比 k的取值,可以大大提高第 2级双稳Duffing系
统的输出信号谱峰.

由以上分析可以得到级联双稳 Duffing系统随
机共振优化实现的参数条件之二, 即特征信号频
率 f0 在合适的低频范围内时, 通过调整阻尼比 k
的取值, 适应不同的噪声强度 D, 可以对级联双稳
Duffing系统的随机共振实现进一步的优化.

图 5 级联双稳 Duffing系统的大参数随机共振 (a)大参数输入信号的波形图; (b)大参数输入信号的频谱图; (c)第 2级双稳 Duffing
系统的输出波形图; (d)第 2级双稳 Duffing系统的输出对数频谱图; (e)尺度变换和参数调节的第 2级双稳 Duffing系统输出波形图; (f)
尺度变换和参数调节的第 2级双稳 Duffing系统输出频谱图

3.3 级联双稳 Duffing 系统的级数对随机
共振输出特性的影响

在之前的讨论中, 都是以两级双稳 Duffing 系

统为例对级联双稳 Duffing系统的随机共振特性进

行分析.而实际上,级联双稳 Duffing系统的级数对

随机共振的输出特性也有一定影响. 在方程组 (3)

中, 取 10级双稳 Duffing系统进行仿真说明. 分别

取 k = 0.5, D = 0.4 和 k = 2.5, D = 5 两组数值, 其

他参数同图 3, 此时第 1 级双稳 Duffing 系统达到

随机共振. 计算方程组 (3) 中第 i 级双稳 Duffing

系统输出频率 f = 0.01 Hz 处的谱峰值, 绘于图 7
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中,其中第 0级 (i = 0)的纵坐标值表示原输入信号
f = 0.01 Hz处的谱峰值.

图 6 不同噪声强度下,级联双稳 Duffing系统的输出特征信号
谱高 Am 与信号频率 f0 的关系 (a) k = 0.5, D = 0.4; (b) k = 0.5,
D = 0.8; (c) k = 0.8, D = 0.8

从图 7 可以看出, 级联双稳 Duffing 系统的级
数 i对系统输出信号频率 f = f0处谱峰值有较为显

著的影响. 当第 1 级双稳 Duffing 系统的输出达到
随机共振时,在级数 i较小时,该谱峰值会随着级数
i的增大迅速提高; 之后谱峰值保持较为平稳的状
态,即随着级数 i的增大,该谱峰值没有发生大的波
动,并且在某一级系统输出达到最大值之后呈现缓

慢下降的趋势. 这一规律可以从级联双稳 Duffing
系统对噪声分布影响的角度进行说明. 在方程组
(3)中,高斯白噪声 n(t)输入第 1级双稳 Duffing系
统, 得到洛伦兹形式的色噪声输出, 这意味着噪声
中的高频成分转移给低频的信号, 从而使低频的
信号得到加强, 实现随机共振. 在之后的级联双稳
Duffing 系统中, 这一洛伦兹形式的色噪声继续发
生高频成分向低频成分转移的变化,使得低频的信
号谱峰继续提高. 直到某一级双稳 Duffing系统之
后, 由于信号中高频成分已经很少, 因此级联双稳
Duffing系统级数的再增加也很少将高频能量转移
到低频区域, 当然信号谱峰也就不再提高, 甚至会
稍微减小.

图 7 级联双稳 Duffing系统输出信号频率 f = f0 处谱峰值与

级数 i的关系

3.4 级联双稳 Duffing 系统对方波信号的
滤波整形特性

级联双稳 Duffing 系统的另一重要特性, 是它
对时域信号波形的滤波整形作用. 从图 3(c)和 (e)
可以看出, 第 2 级双稳 Duffing 系统的输出与第 1
级双稳 Duffing系统的输出保持了波形轮廓的一致,
所不同的是图 3(e)中高频小幅毛刺得到滤除,系统
输出波形更光滑. 换句话说,第 2级双稳 Duffing系
统通过非线性滤波对第 1级双稳 Duffing系统的输
出波形从外观上进一步整形,进一步突出了第 1级
输出波形的基本轮廓. 这表明,级联双稳 Duffing系
统具有波形滤波和整形的特性. 此外,从图 3(c)和
(e)及图 5(e)可知,由于双稳 Duffing系统的输出信
号存在瞬态跃迁特性,而这一点与方波信号的时域
特性很类似, 因此可以利用级联双稳 Duffing 系统
的滤波整形特性对含噪方波信号进行处理.
假设一幅值为 1, 周期为 T = 200s, 占空比为
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50%的周期方波信号 x(t), 利用傅里叶级数展开该
方波信号可以改写成

x(t) =
4
π

( ∞

∑
n=1

1
n

sin(2nπ f t)
)
, (4)

其中 f = 1/T , n = 1,3,5, · · · . 将该方波信号与噪
声强度 D = 0.4 的高斯白噪声相混合并输入方程
组 (3) 所示的级联双稳 Duffing 系统中, 令阻尼比
k = 0.5,采样频率 fs = 5 Hz,计算点数 N = 4096,计
算得到前两级双稳 Duffing 系统的输出波形如图
8(c) 和 (d) 所示. 图 8(a) 和 (b) 分别表示该方波信
号和混合信号的波形. 从图 8(c)可以看出,第 1级
双稳 Duffing系统能够非线性滤除混合信号中的噪
声成分,其输出是以方波基频成分为主的信号波形.
而第 2级双稳 Duffing系统能够对该波形进一步去
掉毛刺整形,使波形更光滑,如图 8(d). 这说明级联
双稳 Duffing系统对噪声中的方波信号有非常好的
波形恢复作用,能够通过非线性滤波和整形光滑作
用获得方波的轮廓和周期特征. 需要说明的是, 级
联双稳 Duffing 系统的级数不能太多, 因为随着级
数的增大, 后一级双稳 Duffing 系统的整形光滑作

用变得有限,而且输出波形会因为系统级数的增加

而产生延迟,反而不利于方波信号波形的恢复.

图 8分析了小噪声强度级联双稳 Duffing系统

对周期方波信号的滤波和整形特性,为进一步研究

级联 Duffing系统在强噪声下对方波的滤波整形特

征,下面分析一个强背景噪声下非周期方波信号的

识别例子. 图 9(a)表示一幅值为 1的非周期方波信

号 x(t),混有噪声强度D = 2.5的高斯白噪声信号如

图 9(b),图中已经完全不能识别出原方波信号.将该

混合信号输入方程组 (3) 表示的级联双稳 Duffing

系统,根据大噪声参数情况调整阻尼比 k = 2,令采

样频率 fs = 5 Hz,计算点数 N = 4096,计算得到前

两级双稳 Duffing 系统的输出波形如图 9(c) 和 (d)

所示. 由图可知, 第 1 级双稳 Duffing 系统从强噪

声中提取出了方波信号的大致轮廓, 第 2 级双稳

Duffing系统对其进一步整形光滑,输出波形轮廓已

经非常接近输入的非周期方波信号.这个仿真实例

证明级联双稳 Duffing系统的滤波整形作用对大噪

声非周期方波信号同样存在.

图 8 级联双稳 Duffing系统对小噪声周期方波信号的滤波整形作用 (a)方波信号波形图; (b)混合信号波形图; (c)第 1级双稳 Duffing
系统输出波形图; (d)第 2级双稳 Duffing系统输出波形图
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图 9 级联双稳 Duffing 系统对大噪声非周期方波信号的滤波整形作用 (a) 方波信号波形图; (b) 混合信号波形图; (c) 第 1 级双稳
Duffing系统输出波形图; (d)第 2级双稳 Duffing系统输出波形图

4 结 论

本文研究了级联双稳 Duffing系统的随机共振
特性,发现在合适的参数条件下,级联双稳 Duffing
系统不仅能实现大/小参数的随机共振, 而且比单
级双稳 Duffing系统具有更好的随机共振输出特性.
级联双稳 Duffing系统通过参数 (变尺度系数、阻
尼比、级数等)调节,能够实现单级双稳 Duffing系

统随机共振的优化, 为将级联双稳 Duffing 系统应

用于微弱信号检测, 以及优化单级双稳 Duffing 系

统的微弱信号检测效果提供了理论依据和潜在可

能.同时,级联双稳 Duffing系统对方波信号具有良

好的滤波整形作用,能够恢复噪声中的微弱方波信

号, 为扩展级联双稳 Duffing 系统的实际信息处理

应用提供了依据.
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Abstract
The stochastic resonance of cascaded bistable Duffing system (CBDS) has been studied in this paper. We have shown that with the

appropriate adjustment of the parameters of the CBDS, such as the scale transformation coefficient, the damping ratio and the number
of cascaded systems, the CBDS can not only achieve large or small parameter stochastic resonance, but also optimize the stochastic
resonance result of a single bistable Duffing system (SBDS). That is, with the parameter adjustment, the stochastic resonance effect of
the CBDS is much better than that of the SBDS. Furthermore, the CBDS has excellent filtering and smoothing characters for a square
wave signal, which can be applied to the recovery of the square wave signal masked by heavy noise.
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