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基于天线辐射理论构建微波混沌腔的随机耦合模型*
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为了能够快速有效地求解电大复杂腔体 (微波混沌腔)的电磁耦合问题,文中采用统计电磁学方法研究了该类

腔体电磁散射的统计特征. 首先,根据天线辐射理论,利用电磁场的本征模展开式建立了腔体耦合输入阻抗表达式.

其次,利用波动混沌理论和概率统计方法进一步推导出了微波混沌腔的随机耦合模型. 该方法简单并且可以直接推

导出三维模型. 最后,构建了一个三维 Sinai微波混沌腔并进行数值仿真实验,其仿真实验结果与随机耦合模型计算

结果的统计特征基本一致.重要的是,该模型与复杂腔体的细节特征无关,能够快速有效地预测微波混沌腔的敏感

耦合问题.
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1 引 言

复杂腔体的电磁耦合问题一直都是电磁兼容

研究的重点, 但对于电大复杂腔体 (微波混沌腔),

其耦合问题的快速、有效求解方法很少 [1]. 一方

面,电大特征使得普通计算机的数值仿真求解时间

很长; 另一方面, 复杂性特征使得腔体内的电磁波

具有确定性混沌现象.这种确定性混沌导致了复杂

腔体耦合对初始条件十分敏感 [2],无法确定性地预

测耦合结果 [3]. 由此,可采用统计方法研究这类问

题,并逐渐形成了统计电磁学的概念 [4,5]. 早期,统

计电磁学主要集中于研究电大复杂有耗腔体内激

励场的统计特征 [6−9]. 它主要基于电磁场本征模式

展开,利用中心极限定理分析场的时空分布及其相

关性的统计特征. 该方法不能直接得到统计模型

中的参数. 为此, Hill 建立了功率平衡方法能够粗

略估计出腔体的耦合能力,并可求解上述参数 [10].

基于上述研究结果, Hill 和 Holland 利用统计方法

进一步分析了复杂腔体内短天线和电缆的电磁耦

合特征 [4,11].

近年来,随着波动混沌 (也称量子混沌)研究的

进展 [12−14],马里兰大学研究小组首先利用波混沌

理论分析了微波混沌腔的耦合问题 [15−18]. 他们基

于准二维混沌腔,采用二维亥姆霍兹方程推导出了

随机耦合模型 (random coupling model, RCM),并利

用实验方法进行了初步验证. 国内闫二艳等人采用

实验方法也对该模型进行了验证分析 [19]. RCM不

但可用于分析电小端口,也可用于分析电大端口或

多模端口 [20]. Gradoni等利用该模型分析了弱耦合

混响室内电磁场的振荡特征 [21]. 此外, RCM 还可

拓展到求解时域脉冲波的耦合问题 [22−25]. 在考虑

到有限长度短周期轨道对系统统计特征的影响情

况下, RCM能够提高耦合统计特征的分析能力. 除

了采用亥姆霍兹方程推导 RCM之外,还可采用天

线辐射理论直接推导出三维腔体的耦合模型. 在这

方面, Li首先利用该方法建立了圆柱形腔体矩形窄

缝耦合的输入阻抗模型 [26]. 对于复杂腔体, Warne

基于该方法利用电磁场的统计模型分析了线性天

线阻抗的统计特征 [27]. 本文将基于天线辐射理论,

采用波混沌和概率统计方法推导三维微波混沌腔

的 RCM, 并构建一个三维 Sinai 混沌腔, 利用仿真
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方法分析其输入阻抗的统计特征.

2 随机耦合模型

假设微波混沌腔耦合端口上的电流密度 J 满

足正弦时谐变化,根据阻抗的场定义 [28],在电场 E

作用下该端口的输入阻抗 Zin 可表示为

Zin =
1∣∣I0
∣∣2

∫
V
E ·J∗dV, (1)

式中, I0 为输入端峰值电流; ∗表示复数共轭.在时
谐条件下,腔体内激励的电场可表示为,

E =−∇φ − i
ω
εV ∑

n

ω2/ω2
n

ω2
(
1+ i/Q

)
−ω2

n

×un

∫
V
unJ

∗dV, (2)

式中, ω 为激励频率; Q为品质因子; ωn 和 un 分别

为本征频率和本征函数; ε 为腔体内介质的介电常
数; V 腔体体积; φ 为密度电荷引起的标量势函数,
满足泊松方程．由此,输入阻抗可进一步表示为

Zin =
1
I2
0

∫
V

∇φ ·J∗dV +
iω

εV I2
0
∑
n

×
[

ω2/ω2
n

ω2
(
1+ i/Q

)
−ω2

n

(∫
V
un ·J∗dV

)2]
. (3)

令该式右端第一部分为

Zloc =
1
I2
0

∫
V

∇φ ·J∗dV = Rloc + iXloc, (4)

它是由分布电荷产生的近场所引起,与端口的形状
和材料性质密切相关,可称为端口阻抗. 根据天线
辐射的感应电动势原理可知, Rloc 和 Xloc 分别表示

了端口欧姆损耗电阻及辐射电抗 Xrad. (3)式右端的
第二部分可定义为

Zcav =
iω

εV I2
0
∑
n

[
ω2/ω2

n

ω2
(
1+ i/Q

)
−ω2

n

×
(∫

V
un ·J∗dV

)2]
. (5)

该阻抗是由端口附近的分布电场所引起. 它不但与
端口的电流分布有关,而且与腔体的电磁性质密切
相关,也称为腔体阻抗.
根据微波混沌腔的电磁性质, 本征函数 un 的

任一笛卡尔分量均服从均值为零、标准差为
√

1/3
的正态分布 [29]; 而本征频率的归一化相邻间距服
从 Wigner 分布 [30]. 由此, 利用概率统计方法整理
得到腔体阻抗的表达式为

Zcav ≈ Rrad ∑
n

{
i

s̄
π

k2/k2
n

k2
(
1+ i/Q

)
− k2

n
w2

n

}
, (6)

式中, k为波数; wn 为标准正态分布随机变量; s̄为
本征值平方相邻间距的均值; Rrad 表达式为

Rrad =
k3

6πεωI2
0

∣∣∣∣∫V
J∗dV

∣∣∣∣2. (7)

根据天线辐射理论可知, Rrad 为端口在自由空间中

的辐射电阻.
由于辐射电阻只反映了端口自身的电磁性质,

因此可利用辐射电阻 Rrad 对腔体阻抗 Zcav 进行归

一化,则得到的归一化阻抗 z只与腔体的电磁性质
有关. 其表达式进一步整理可得

z =
Zcav

Rrad
= ∑

n
i

1
π∑n

i=1 si + iα
w2

n, (8)

式中, si 为本征值平方的归一化相邻间距. 在三维
情况下, α 可表示为

α =
πk2

s̄Q
=

k3V
2πQ

≈
(
πω

)
/
(
2Q

)⟨
ωn+1 −ωn

⟩ . (9)

由此可见, α 与品质因子 Q密切相关,可称为腔体
损耗参数. 文献 [15]详细分析了不同损耗参数 α 下
归一化阻抗的统计特征. 对于准二维腔体,其损耗
参数 α 可表示为

α =
πk2

s̄Q
=

k2A
4Q

, (10)

式中, A表示了二维腔体的面积．
由 (9)式和 (10)式可知,腔体损耗参数是一个

无量纲的物理量,通常也称为比模式密度 [8]. 它的
分子

(
πω

)
/
(
2Q

)
表示了在频率 ω 下腔体内激励电

磁场的带宽, 而分母
⟨
ωn+1 −ωn

⟩
则表示了在频率

ω 附近相邻本征频率的平均间距. 显然,如果 α 远
大于 1,则腔体内激励的频率带宽就远大于本征频
率相邻间距的均值. 也就是说, 腔体内可能会激励
起大量的本征模式. 这种情况下的微波腔体通常称
为过模腔. 它正是早期人们研究复杂腔体内电磁场
统计特征的基础.
通过上述分析,微波混沌腔的输入阻抗 Zin 可

表示为

Zin = Rloc + iXrad + zRrad, (11)

式中右端第一项的端口欧姆电阻通常很小,可以忽
略.此时,输入阻抗的计算只需要两个参量: 辐射阻
抗 Zrad 和归一化阻抗 z. 其中,辐射阻抗可以通过数
值模拟或实验获得．归一化阻抗需要腔体体积 V、
耦合波波数 k和品质因子 Q,采用随机矩阵方法求
解 [31]. 由于归一化阻抗具有一般性特征,因此随机
耦合模型也具有一般性.

070504-2



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 7 (2013) 070504

根据归一化阻抗的统计分析可知 [15],当 α < 1

时, 腔体的输入电阻和输入电抗均服从正态分

布．其中, 输入电阻的均值 µr = Rrad +Rloc, 标准

差 σr = Rrad/α;而输入电抗的均值 µx = Xrad和标准

差 σx = Rrad/α．由此可见,输入阻抗的均值和方差

与腔体损耗参数 α 和端口辐射阻抗密切相关．

3 数值模拟验证

为了验证随机耦合模型的合理性和有效性,

下面将构建一个典型的三维微波混沌腔 —–Sinai

腔 [29,30], 并采用数值方法进行仿真实验. 最后, 将

仿真计算结果与随机耦合模型计算结果进行统计

比较.

3.1 数值模型

文中构建 Sinai 腔的矩形边尺寸为 200 mm×
220 mm× 250 mm, 四分之一圆半径为 100 mm, 如

图 1所示．利用同轴线传输耦合,其长度为 10 mm、

内半径为 2 mm、外半径为 4 mm. 同轴线的端口面

积相对于腔体表面很小 (小于 0.05%), 能量损耗可

忽略不计.同轴线的内芯和屏蔽层设置为理想导体,

其欧姆损耗电阻等于零. 为了增大耦合效率,同轴

线内芯延长了 30 mm. 为了快速完成计算,计算频

率选择在 4.4—4.6 GHz范围内, Sinai腔也近似满足

电大条件. 在该频段, 本征模式约为 40 个, 采用数

值方法计算 200个等间隔频率点,几乎可以覆盖所

有谐振点.

文中设置了三种不同电导率的金属作为腔体

壁面 (无穷大、1.0× 107 S/m, 1.0× 106 S/m), 用以

分析腔体损耗对耦合的影响.在 4.5 GHz条件下,相

应腔体损耗参数 α 分别为 0, 0.0459 和 0.1450. 为

了统计分析的需要,可计算不同条件下腔体的输入

阻抗. 由此, 在腔体内设置了一个可移动的理想导

电圆柱用以改变系统边界形状.它的半径为 2 mm,

高度为 10 mm,约占腔体体积的 0.001%,基本上不

影响腔体的模式密度. 在同一损耗条件下, 该圆柱

在两个不同位置时,数值计算得到的输入电阻曲线

变化非常剧烈,如图 2所示. 因此,采用统计方法分

析这类问题是非常有意义的. 另外, 圆柱体还能够

增强 Sinai 腔内电磁波的混沌特征, 更有利于统计

分析.

图 1 数值仿真计算的三维 Sinai腔体模型

图 2 腔体端口输入电阻的变化特征

3.2 模拟结果分析

为了求解辐射阻抗, 可将腔体边界设置为辐
射边界进行模拟. 在 4.4—4.6 GHz范围内,数值计
算得到端口的辐射电阻为 73—88 Ω, 辐射电抗为
−113.5—115.5 Ω. 由于辐射阻抗的相对变化较小,
因此在输入阻抗的统计分析中可忽略它的影响.对
于归一化阻抗,可利用随机矩阵理论统计模拟计算
获得. 然后,利用 (11)式可计算得到输入阻抗. 对于
不同损耗的腔体,随机耦合模型计算得到输入阻抗
的统计分布如图 3所示. 由此可见,它与归一化阻
抗的统计分布特征一致 [15], 并且其均值和标准差
与理论分析结果也基本相同.
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图 3 不同损耗条件下腔体端口输入阻抗的统计分布 (a)输
入电阻的统计分布; (b)输入电抗的统计分布

对于上述构建的 Sinai腔模型,下面给出 RCM

与数值仿真计算得到输入阻抗的统计分析比较. 其
中, 对于无耗腔体, 随机耦合模型预测的输入电阻
为零, 与数值仿真结果和理论分析结果一致. 而输
入电抗的统计分布曲线也基本一致,如图 4所示.
对于有耗腔体,图 5给出了上述两种方法计算

得到壁面电导率为 1.0× 107 S/m 腔体输入阻抗统
计分布的比较. 图 6给出了壁面电导率为 1.0×106

S/m 腔体输入阻抗统计分布的比较. 由此可见, 随
机耦合模型的预测结果与数值计算的结果基本一

致. 这反映出随机耦合模型能够有效地描述微波
混沌腔的耦合特征, 可用于预测该类腔体的耦合
问题.

图 4 无耗腔体输入电抗的统计分布

图 5 壁面电导率为 1.0×107 S/m时,腔体端口输入阻抗的统计分布 (a)输入电阻的统计分布; (b)输入电抗的统计分布

4 结 论

基于天线辐射理论,利用波动混沌和概率统计

方法推导出了微波混沌腔的随机耦合模型. 该方法

概念清晰,可简单方便地直接推导出三维模型. 该

模型反映了微波混沌腔内部电磁场的随机分布特

征对耦合的影响,能够有效描述电磁耦合中的敏感

性问题. 由于它与复杂腔体的细节特征无关, 因此
它具有一般性. 通过三维微波混沌 Sinai腔耦合分
析,随机耦合模型的预测结果与数值仿真实验结果
基本一致.因此,随机耦合模型可较好地用于分析、
预测微波混沌腔的耦合问题. 此外, 该模型中的输
入参数较少并且能够通过数值模拟或实验方法获

得,具有很强的实际性.
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图 6 壁面电导率为 1.0×106 S/m时,腔体端口输入阻抗的统计分布 (a)输入电阻的统计分布; (b)输入电抗的统计分布
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Abstract
To improve the ability of quickly and effectively resolving the coupling of electrically large complex cavities (microwave chaotic

cavities), the statistical properties of the scattering from these cavities have been studied by using a statistical electromagnetics method.
Firstly, based on the antenna theory, the input impedance expression of cavities is established by using the expanded electromagnetic
eigenmode expression. Secondly, the random coupling model (RCM) is introduced from wave chaos theory and statistical method
about microwave chaotic cavities. It is simply to use this method to directly obtain the three-dimensional model. Lastly, the three-
dimensional Sinai microwave chaotic cavity is designed, and used to carry out the numerical experiment. Their statistical properties
obtained are agreed well with one-another between the numerical result and RCM one. Importantly, the RCM, which is a very good
method to be able to quickly predict the sensitivity of coupling about the microwave chaotic cavities, is independent of the details of
the cavities.

Keywords: statistical electromagnetics, microwave chaotic cavities, input impedance, random coupling model
(RCM)
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