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簇间连接方式不同的簇网络的同步过程研究*
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本文对簇间连接方式不同的三类簇网络的同步能力和同步过程进行研究.构成簇网络的两个子网均为 BA无标

度网络,当簇间连接方式是双向耦合时,称其为 TWD网络模型,当簇间连接是大子网驱动小子网时,称其为 BDS网

络模型,当簇间连接是小子网驱动大子网时,称其为 SDB网络模型. 研究表明,当小子网和大子网节点数目的比值

大于某一临界值时, TWD网络模型的同步能力大于 BDS网络模型的同步能力,当该比值小于某一临界值时, TWD

网络模型的同步能力小于 BDS网络模型的同步能力, SDB网络模型的同步能力是三种网络结构中最差的. 对于簇

间连接具有方向性的单向驱动网络,簇网络的整体同步能力与被驱动子网的节点数和簇间连接数有关,与驱动网络

自身节点数无关.增加簇间连接数在开始时会降低各子网的同步速度,但最终各子网到达完全同步的时间减少,网

络的整体同步能力增强. 文中以 Kuramoto相振子作为网络节点,研究了不同情况下三种簇网络的同步过程,证明了

所得结论的正确性.
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1 引 言

复杂网络在人类社会和自然界中普遍存在,随
着对网络性质的物理意义和数学特性的深入研究,
人们发现许多实际网络都具有一个共同特性,即社
团结构. 也就是说,整个网络是由若干个 “簇 (clus-
ter)”或 “群 (group)”构成的. 每个簇内部的节点之
间的连接相对非常紧密,但是各个簇之间的连接相
对来说比较稀疏 [1]. 社团的概念最初在社会学领域
被提出, 社会网络通常呈现出社团结构, 例如我们
人可以按照年龄,职业等被划分成一个个社团 [2−4].
近年来的研究表明,其他非社会网络也呈现出社团
结构. 例如, WWW网络中的社团表示一类主题相
关的 web页面;代谢网络中的社团往往指示了细胞
中的功能单元如代谢通道.
同步不但是自然界中的一种常见现象, 也是

通信领域中常用的一种技术手段. 两个或多个动
力学系统, 除了自身的演化外其间还有相互作用
(耦合), 这种作用既可以是单向的, 也可以是双向

的. 当满足一定条件时,在耦合的影响下,这些系统
的状态就会逐渐趋于相同, 进而完全相等, 称为同
步 (精确同步).广义的同步还包括相同步和频率同
步等 [5−8]. 对同步的研究最早起源于钟摆同步现象
的发现者惠更斯,历史上为了弄清各种同步的机理,
科学家们经历了漫长的探索道路. 在日常生活中,
我们所熟悉的同步现象有萤火虫的一致闪光、心

脏细胞有节奏的跳动等. 在技术领域,常见的同步
系统有耦合激光系统、通信网络等. 因为许多大型
复杂系统可以简化为复杂网络进行研究,而复杂网
络中存在各种同步行为,因此对复杂网络中的各种
同步行为进行研究就显得尤为重要,国内外科研工
作者在复杂网络同步方面已经进行了大量探索,也
取得一定成果 [1−19].
目前复杂网络的社团结构研究主要集中在无

向网络上,系统地直接分析有向网络社团结构的研
究较少. 本文所研究的网络是簇间连接具有方向性
的簇网络, 簇内各子网的连接是无权无向的. 文中
首先分析比较了不同结构簇网络整体同步能力的

大小,然后以 Kuramoto相振子作为网络节点,对不
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同结构的簇网络的同步过程进行了深入研究.

2 簇网络模型及其同步能力的比较

首先构建三个簇网络模型. 网络生成规则如

下: 先单独生成一大一小两个 BA 无标度网络, 各

个网络的初始节点数均为 m0 = 3,每个时步引进一

个新节点,与网络中已有的 m = 3个节点按照和节

点度相关的概率进行偏好连接,小子网的节点数为

NS, 大子网的节点数为 NB, 即生成两个簇. 然后在

各个簇中随机选择 L 个节点作为簇间连接点, 连

接后生成一个含有两个簇的节点数为 N = NS +NB

的簇网络. 当簇间连接无向时, 两个簇之间存在相

互的影响作用; 当簇间连接有向时, 两个簇之间的

影响作用是单向的. 所以, 根据簇间连接的方式不

同, 我们把这三种簇网络模型定义为: 双向驱动网

络 (TWD)模型、大子网驱动小子网 (BDS)模型和

小子网驱动大子网 (SDB)模型.

网络的拓扑结构用耦合矩阵 A =
(
ai j

)
∈ RN×N

来表示, A满足耗散耦合条件 ∑ j ai j = 0. 具体定义

如下: 若从节点 i到节点 j(i ̸= j)有连接,则 ai j = 1;

否则 ai j = 0. 对角元为 aii =−
N
∑
j=1
j ̸=i

ai j, i = 1,2, · · · ,N.

当网络属于同步区域无界的网络时,其对应耦合矩

阵的第二大特征值 λ2 越小, 网络的同步化能力就

越强 [1].

2.1 簇间连接数对簇网络同步能力的影响

令小子网节点数 NS = 50, 大子网节点数

NB = 500,改变簇间连接数 L,生成一个含有两个簇

的节点数为 N = 550的簇网络,仿真分析三种网络

模型同步能力随 L的变化情况如图 1所示. 图中所

有计算结果都是网络 100次生成的平均值.

由图 1可以明显看出,这三种网络所对应的耦

合矩阵的第二大特征值 λ2 均随着簇间连接数 L的

增加而减小,即三种网络的整体同步能力均随簇间

连接数 L的增加而增大;在相同的 L值下, BDS模

型达到完全同步的能力最强, TWD模型次之, SDB

模型最弱. 三种簇网络同步能力的强弱规律在子网

规模变化时,是否保持呢?下面我们对该问题进行

分析.

图 1 不同的簇间连接数 L值所对应的三种网络耦合矩阵的第
二大特征值 λ2

2.2 子网络规模的变化对三种网络同步性
能的影响

下面通过改变大小子网的规模来比较它们的

同步性能.参数 α 定义为小子网与大子网节点数的
比值,即 α = NS/NB. 接下来分两种情况进行研究:
1)保持小子网的节点数 NS = 50不变,改变大子网
的节点数,比较三种网络整体同步能力的变化情况;
2)保持大子网的节点数 NB = 500不变,改变小子网
的节点数,比较三种网络整体同步能力的变化情况.
图 2(a) 和 (b) 分别表示三种网络在簇间连接

L = 5和 L = 10时,网络耦合矩阵的第二大特征值
随参数 α 的倒数的变化情况,随着 1/α 的增大即大
子网节点数 NB 的增加, TWD模型和 SDB模型的
第二大特征值均增大, BDS模型的第二大特征值基
本保持不变;图 2(c)和 (d)分别表示各网络在簇间
连接数 L = 5和 L = 10时,其耦合矩阵的第二大特
征值随参数 α 的变化情况,随着 α 的增大即小子网
节点数 NS 的增加, TWD 模型和 BDS 模型的第二
大特征值均增大, SDB模型的第二大特征值基本保
持不变.图中所有计算结果均为网络 100次实验的
平均值.
由图 2 可知, 随着大子网节点数 NB 的增加,

TWD和 SDB模型的整体同步能力均逐渐减弱,但
BDS 模型的整体同步能力几乎没有变化, 即 BDS
模型的整体同步能力不受大网络节点数的影响,仅
由小子网的节点数和簇间连接数决定,增加小子网
的节点数会减弱 BDS 模型的整体同步能力, 增加
簇间连接数会增强 BDS 模型的整体同步能力; 随
着小子网节点数 NS 的增加, TWD 和 BDS 模型的
整体同步能力均逐渐减弱, 但 SDB 模型的整体同
步能力几乎没有变化, 即 SDB 模型的整体同步能
力不受小网络节点数的影响,仅由大子网的节点数
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和簇间连接数决定, 增加大子网的节点数会减弱
SDB模型的整体同步能力,增加簇间连接数会增强
SDB 模型的整体同步能力. 从图 2 中我们还可以
发现, 当小子网和大子网规模变化时, 存在一个临
界值 αc, 当 α < αc 时, BDS 模型的同步能力优于
TWD模型的同步能力,当 α > αc 时, TWD模型的
同步能力优于 BDS模型的同步能力. 并且 α 从大
到小变化时 (1/α 从小到大变化, 对应图 2(a), (b))
和 α 从小到大变化时 (对应图 2(c), (d))得到的 αc

值并不完全相同, α 从大到小变化时 αc = 0.227, α

从小到大变化时 αc = 0.22. 并且无论 α 取值如何,

SDB 模型的同步能力始终是最弱的. 图 1 中对应

α = NS/NB = 50/500 = 0.1情况,所以 BDS模型的

同步能力优于 TWD模型的同步能力. 因此本小节

的研究表明三种网络同步能力的优劣和大小子网

的节点比例有关. 当小子网相对大子网规模小很多

时, BDS模型的同步能力优于双向耦合的 TWD模

型的同步能力,而当两个子网规模差不大时, TWD

模型的同步能力优于 BDS模型的同步能力.

图 2 改变大小子网的规模网络整体同步性能的变化 (a) Ns = 50不变,改变大子网节点数 NB (L = 5); (b) Ns = 50不变,改变大子网节
点数 NB (L = 10); (c) NB = 500不变,改变小子网节点数 NS (L = 5); (d) NB = 500不变,改变小子网节点数 NS (L = 10)

3 结合 Kuramoto相振子模型研究簇网
络的同步过程

基于网络耦合矩阵特征值的分析方法只能说

明网络最终的同步性能,不能体现网络的同步过程,
在本节中我们将结合 Kuramoto振子模型研究簇网
络的同步过程.

3.1 Kuramoto振子模型

Kuramoto 振子模型是在 1975 年由 Kuramoto
提出的 [9,10]. 在这个模型中, 单个的相位振子以一

个随机的自然频率运动,而不同的振子之间通过相

位差的正弦值相互耦合.这个模型的表达式非常简

单,但是却可以展现各种不同的同步模式.

Kuramoto模型的数学表达式如下:

θ̇i =ωi +K
N

∑
j=1

ai j sin
(
θ j −θi

)
,

(
i = 1, · · · ,N

)
, (1)

式中 θi 和 ωi 分别表示第 i个振子的相位和自然频

率, N 表示节点总数, K 表示耦合强度, ai j 表示系统

中各节点间的耦合关系. Kuramoto振子网络的同步
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程度通常由序参量来描述. 令

r
(
t
)

e iφ(t) =
1
N

N

∑
j=1

e iθ j(t), (2)

式中 r(t)称为序参量, φ(t)是节点振子的平均相位,
这里 r(t)的取值范围是 0 6 r(t)6 1,它的大小表示
的是大量相位振子的动力学行为的内在一致性, r
越小说明系统越杂乱, r 越大说明系统越有序 [11].
当 r = 1时说明系统中所有的振子的相位都是相同
的,即达到了完全同步.所以, r(t)的大小描述了振
子网络的同步程度.

3.2 子网规模相差较大时同步过程研究

由前面的分析我们知道, 当 α < αc 时, BDS
模型的同步能力优于 TWD 模型的同步能力. 下
面我们对这种情况下的同步过程进行研究. 仍取
NS = 50, NB = 500, L = 5,即 α = NS/NB = 50/500 =

0.1, 令每个节点表示一个 Kuramoto 相振子, 各
振子的固有频率 ωi 均为 0, 小网络的初始相位
在

[
−π,π/4

]
内均匀取值, 大网络的初始相位在[

−π/4,π
]
内均匀取值.令三种网络模型耦合强度

的取值 K = 3,由于各网络的簇间连接点是随机取
的, 图 3 所示的三种网络的序参量值是网络 10 次
生成的平均值.

图 3 三种簇网络模型的整体序参量随时间的变化图

从图 3 可以看出三种网络的序参量值在初始
时间段内的变化几乎是相同的,一段时间后, TWD
模型的序参量增加速度较快, BDS 模型紧随其后,
SDB模型相对比较慢,但是,随着时间的不断延续,
BDS模型的序参量最终超过 TWD模型最先达到 1,
SDB模型远落后于前两者. 由此我们得出: BDS模
型达到完全同步的能力最强, TWD 模型达到完全
同步的能力次之, SDB模型达到完全同步的能力最

弱,这也验证了前面通过比较它们的第二大特征值

所得出的结论. 但由图 3 中的小图可以看出 TWD

网络的部分同步性能稍优于 BDS网络.

为了进一步研究簇网络的同步过程,我们对网

络中各振子的相位在同步过程中随时间的变化情

况进行了分析,图 4(a), (b), (c)分别表示在上述条件

下三种网络模型振子的相位随时间的变化情况.

图 4 表明簇网络的同步过程都是先实现簇内

同步然后再实现簇间同步. TWD 模型中簇间连接

是双向的, 所以大小子网的同步状态互相影响, 最

后达到全局同步; BDS模型中,簇间连接是单向的,

大子网驱动小子网,以大子网的同步状态不受小子

网的影响,小子网在簇间连接的作用下逐步向大子

网靠拢,最后实现网络的整体同步; SDB模型中,小

子网驱动大子网,小子网的同步状态不受大子网影

响,大子网在簇间连接的作用下逐步向小子网靠拢,

这种结构的簇网络达到完全同步的时间较长,有时

甚至不能达到网络的完全同步.

结合图 4,我们可以更清晰的解释图 3中三种

簇网络模型的整体序参量随时间的变化情况. 由于

在初始一段时间内,网络中各振子主要受簇内耦合

作用力的影响,且三种网络的簇内耦合作用力是相

同的, 而簇间耦合作用力的影响甚微, 所以三种网

络的序参量值在初始时间段内的变化很相近.随着

时间的推迟,各网络在簇内耦合作用力下先形成簇

内部分同步, 当各个簇近似为一个整体时, 簇间耦

合作用力的影响开始占据主导地位,由于三种网络

的簇间连接方式不同,所以其簇间耦合作用力对各

网络整体同步能力的影响也不同,致使三种网络达

到完全同步的时间也不相同.

3.3 子网规模相差不大时同步过程研究

在 3.2节中,我们对子网规模相差较大时的同

步过程进行了研究, 发现 BDS 模型达到完全同步

的能力最强, TWD模型达到完全同步的能力次之,

SDB模型达到完全同步的能力最弱;但 TWD模型

的部分同步性能稍优于 BDS模型. 那么当子网规

模相差不大时簇网络的同步过程是怎样的呢?

本节取 α = 0.5 > αc, 令 NS = 50, NB = 100,

L = 5, 大小子网的初始频率和初始相位的取值与

3.2节中三种网络模型的取值方法一样. 且三种网

络模型耦合强度的取值 K = 3,图 5是网络 10次生

成的平均值.
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图 4 三种网络模型振子的相位随时间的变化图 (a) TWD模型; (b) BDS模型; (c) SDB模型

图 5 三种簇网络模型的整体序参量随时间的变化图

从图 5 可以看出三种网络的序参量值在初
始时间段内的变化也几乎是相同的, 一段时间后,
TWD 模型的序参量增加速度变快, 并最先达到 1,
BDS 模型次之, SDB 模型最慢. 由此我们得出: 在
子网规模相差不大的情况下,无论是部分同步能力
还是完全同步能力, TWD 模型最强, BDS 模型次

之, SDB模型最弱. 这也与前面通过比较它们的第
二大特征值所得出的结论相符合.

3.4 簇间连接数对网络同步过程的影响

由以上分析可知,网络的簇间耦合的方向性对
整体网络的同步性能有着重要影响,同时由图 1我
们知道, 当子网规模相差较大时, 增加簇网络的簇
间连接数 L,簇网络的整体同步能力是增强的. 下面
我们再进一步研究增加簇间连接对簇网络同步过

程的影响.以双向驱动的 TWD模型和单向驱动的
BDS模型为例. 令 NS = 50, NB = 100,图 6(a)和 (b)
分别表示 TWD模型中的小子网和大子网的序参量
随时间的变化,图 6(c)和 (d)分别表示 BDS模型中
的小子网和大子网的序参量随时间的变化. 由仿真
结果可知: 增加簇网络的簇间连接数在开始时会降
低各子网的同步速度,但最终各子网到达完全同步
的时间减少,网络的整体同步性能增强.
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图 6 不同 L值下各子网的序参量随时间的变化 (a) TWD模型中的小子网; (b) TWD模型中的大子网; (c) BDS模型中的小子网; (d)
BDS模型中的大子网

4 结 论

本文研究了簇间连接方式不同的三种簇网络

的同步能力和同步过程. 研究表明: 簇间连接方式

和子网节点数目的比例均对簇网络的整体同步能

力和同步过程有着重要影响.当小子网和大子网节

点数目的比值大于某一临界值时,簇间双向耦合网

络模型 (TWD)的整体同步能力大于大子网驱动小

子网模型 (BDS)的同步能力,当该比值小于某一临

界值时, TWD网络模型的同步能力小于 BDS网络
模型的同步能力,小子网驱动大子网 (SDB)模型的
同步能力是三种网络结构中最差的. 对于本文所构
建的簇间连接具有方向性的单向驱动网络,簇网络
的整体同步能力与被驱动子网的节点数和簇间连

接数有关, 与驱动网络自身节点数目无关. 在同等
子网规模下,增加簇网络的簇间连接数 L,开始时会
降低各子网的同步速度,但最终会增强簇网络的整
体同步性能.
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Abstract
This paper studies the synchronizability and the synchronization processes of three kinds of clustered networks with different

inter-cluster couplings, where each clustered network is composed of two BA scale-free subnets. The clustered network is called a
TWD network if the inter-cluster coupling is a two-way coupling, but it is called a BDS network if the small subnet is driven by the big
one, and is called an SDB network if the big subnet is driven by the small one. The result shows that when the ratio of node number
of small subnet to that of big one is larger than a critical value, the whole synchronizability of the TWD networks is better than that
of the BDS networks; however, when this ratio is smaller than the critical value, the whole synchronizability of the TWD networks
is weaker than that of the BDS ones, the whole synchronizability of the SDB networks is always the worst. For a one-way-driven
clustered network, the synchronizability is just related to the node number of the driven subnet and the number of the inter-links, but
has nothing to do with the node number of the driving subnet. The increase in the inter-links can reduce the synchronous speed of
the subnet at the beginning but may enhance the synchronizability of the whole network eventually. The Kuramoto phase oscillators
are taken as the network nodes to further study the synchronization process of the three-clustered networks for different cases, and the
correctness of the above conclusions are evidenced.
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