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传统突变检测方法往往将突变检测的关键放在 “突变点”上而忽略突变事件发生、发展乃至消亡的过程. 本文

提出一种新的检测突变过程的方法,其基于 Logistic模型推导出能够反应均值突变过程的分段函数,利用分段函数

对实际时间序列进行参数提取,借助参数的物理意义,研究分析完整的突变过程,从而加深对突变过程性的理解和

认识,为进一步研究突变的形成机理、影响因素乃至发展趋势奠定重要的科学基础. 文章还对太平洋年代际振荡

(PDO)指数进行突变过程性检测,发现 1940/1942, 1977, 1987年开始序列发生突变,突变持续时间锁定在某些固定

值,并且系统相图表明一般性系统存在三种基本的状态.
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1 引 言

自 Thom在 1972年提出突变理论 [1] 以来, 突
变理论被广泛应用于生物学、生态学、医学、气

候学等各个领域的研究, Thom的研究指出系统控
制参数不大于 4、状态变量不大于 2的时候系统存
在最多不超过 7种基本类型的突变.符淙斌等 [2]归

纳并定义气候系统存在四种突变类型: 均值突变、
方差突变、跷跷板突变以及转折突变,李建平等 [3]

随后补充定义了回归突变、概率突变、空间型突

变、分布突变以及混合型突变,并给出突变更为完
备性的定义: 对气候统计量, 一个性质的气候状态
变化到另一个性质的气候状态,期间的过渡时期远
小于他们各自的维持状态,称该统计量发生了气候
突变.

由此可见, 实际存在的气候突变, 在不同系统

状态间跳转的时候是存在一定的 “过渡期”的.已有

的突变检测方法, 包括克拉默法 (Cramer′s)、滑动

T检验 (MTT)、山本 (Yamamoto)[4]、Mann-Kendall

(MK)[5], 以及封国林等发展的启发式分割 (BG)算

法 [6,7]、滑动移除重标极差分析 (MC-R/S)[8]、滑动

移除近似熵 (MC-ApEn)[9−11] 等方法主要是针对突

变序列中的突变 “点”进行检测,给出突变点两侧的

序列存在差异作为判断突变的标准,往往忽略了实

际突变行为中的准连续性, 忽略突变事件的发生、

发展乃至消亡的持续性过程.

研究突变的持续性过程,包括对突变事件的起

始时间、持续过程以及突变过程中突变幅度的大

小等物理量进行分析,对于认识突变的形成机理、

影响因素以及突变自身的规律性都有着极其重要
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的科学价值和现实意义.本文借助 Logistic模型,推
导满足突变形式的分段函数,对可能发生突变的时
间序列进行相关参量提取,通过分析提取参量对突
变的过程性加以分析研究.

2 方法介绍

2.1 Logistic模型

2.1.1 模型介绍及解的一般性讨论
Logistic模型 [12] 被用于描述虫口扩张的非线

性过程,方程如下:

ẋ = λx−κx2, (1)

右边第一项表示虫口数量的增长率与虫口基数 x
成正比, λ 被认为是引起虫口数量增长的系数; 第
二项是由于虫口之间的相互竞争引起的数目减

少 [13], 减小系数用 κ 表示. 令 ν = λ/κ , 则上述方
程可作如下变形:

ẋ = κx(λ/κ − x) = κx(ν − x). (2)

将方程 (2)改写为差分格式 xi+1 = xi+τκxi(ν−
xi) (式中参数 τ 为积分步长), 并进行数值求解, 得
到图 1的数值结果.

图 1 Logistic方程的解 (三条曲线参数分别如图中所示)

可见系统在参数取值合适的时候,总是趋近于
方程的两个解 x1 = 0, x2 = ν [14],其中一个解是非稳
定平衡解,另一个是稳定平衡解. 注意到方程 (2)的
解满足均值突变类型,因此可以用之表示系统从一
个平衡状态向另一个平衡状态的转变.考虑到实际
气候系统序列的突变具有从任何状态向任何状态

转变的特性,将方程 (2)改写为以下形式:

ẋ = κ(x−µ)(ν − x), (3)

µ , ν 是系统的两个状态, 不妨设定 µ > ν , 参照文
献 [11] 对方程 (2) 解的讨论, 给出方程如表 1 的
稳定性.

表 1 Logistic模型解的稳定性分析

κ 状态变量初值选取 系统最终状态

κ > 0
x0 < ν 不稳定、发散

x0 > ν 稳定: 收敛于 x = µ

κ < 0
x0 < µ 稳定: 收敛于 x = ν

x0 > µ 不稳定发散

2.1.2 混沌状态下的方程解
需要说明的是, Logistic 模型还是随着参数 κ

取值不同而容易出现分岔/混沌的方程, 图 2 给出
几种不同参数条件下,状态变量出现的分岔以及混
沌现象.
图 2中参数 µ = 2, ν =−2, τκ 取值较大 (相比

图 1中 τκ = 0.001而言), 此时系统出现分岔/混沌
现象,图 2(a)中, 系统状态变量分裂成两个均可稳
定存在的平衡态;图 2(b)中在图 2(a)分裂出来的两
个平衡态的基础上, 每一支又分裂成两股, 呈现四
个平衡态;当参数 τκ 取值增加到图 2(c)中 0.65时,
注意到此时分裂成的两股,每股已经趋于混沌状态;
图 2(d)中,系统整体趋于混沌. 可见方程 (3)中参数
κ 取值越大, 系统越趋向于混沌, 本文及以下的讨
论中,取 κ 值均较 “小”,以保证系统能够从一种平
衡态转变为另一种平衡态而不出现分岔/混沌现象,
即认为此时系统发生均值突变.

2.1.3 非分岔/混沌状态下参数取值与方程解
的关系

下面就系统状态发生这种均值突变的非分

岔/混沌状态下的情况展开讨论, 分析系统参数取
值不同时, 系统在两种状态之间相互转换时的影
响情况.
图 3(a) 是参数 ν = −2, µ = 2, τ = 0.01 时, κ

取值不同时系统均值突变的情况,可以发现 |κ|取
值越大,系统突变到稳定态需要的时间越短、速度
越快,表明 κ 是一个决定系统突变速度的参量; 图
3(b)是给定参数 τκ = 0.001, ν = −2时,参数 µ 取
值不同时的突变情况,可以发现当系统从非稳定平
衡态 ν 向稳定平衡态 µ 突变时,突变幅度 µ −ν 不
一致、突变完成时间也有差别, 且突变幅度越大,
突变变化越快,表明系统在不同稳定状态之间变化
的幅度差对突变的速度有一定的影响.为了较好的
描述不同参数下,系统在两种状态之间的突变情况,
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图 2 Logistic模型的混沌特性

图 3 Logistic模型参数取值对系统突变的影响

定义系统在一段时间内的突变幅度与这一段时间

的比称为突变变率指数,可用下式表示:

η =
xα − xβ

tα − tβ
, (4)

其中 α , β 分别表示系统的两个状态 (如图 5 中所
示) ,再定义:

θ =
xθ −ν
µ −ν

, θ = α,β , (5)

表示系统所处状态与突变之前平衡态之间的差与

整个突变过程中的幅度之比.通过对 (5)式简单变
形,可以得到系统状态变量的值

xθ = θ(µ −ν)+ν , θ = α,β . (6)

下面对方程 (3)进行求解:

dx
dt

= κ(x−µ)(ν − x)

⇒ 1
µ −ν

∫ x

x0

(
1

x−ν
− 1

x−µ

)
dx = κ

∫ t

t0
dt

⇒ ln
(

x−ν
x−µ

)(
x0 −µ
x0 −ν

)
= κ

(
µ −ν

)
(t − t0)

⇒ x−ν
x−µ

=
x0 −ν
x0 −µ

eκ(µ−ν)(t−t0), (7)

为简便计算,设中间变量:

ξ (t) =
x0 −ν
x0 −µ

eκ(µ−ν)(t−t0) =
x−ν
x−µ

, (8)
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则

t = t0 +
1

(µ −ν)κ
ln

x0 −µ
x0 −ν

ξ (t). (9)

再将 (6), (8), (9)式代入突变变率定义 (4)式, 得到
如下关系成立:

η =
xβ − xα

tβ − tα

=

[
β (µ −ν)+ν

]
−
[
α(µ −ν)+ν

]
1

(µ −ν)κ

(
ln

x0 −µ
x0 −ν

ξ (tβ )− ln x0−µ
x0−ν ξ (tα)

)

=
κ(µ −ν)2(β −α)

ln
ξ (tβ )
ξ (tα)

=
κ(µ −ν)2(β −α)

ln
β (α −1)
α(β −1)

. (10)

设比例系数 χ =
(β −α)

ln
β (α −1)
α(β −1)

,则 (10)式突变变

率可以写为

η = κ(µ −ν)2χ. (11)

考虑到系数 χ 是一个仅与 α, β 相关的参量,
且 α ∈ [0,1], β ∈ [0,1],则可以通过数值计算给出如
下关系成立.

图 4 系数 χ 与参数 α , β 的关系

图 4给出的关系可以发现,当参数 α , β 在一定
范围内取值的时候 (图中白色区域),对应系数 χ 的
改变较小,即可以认为对参数 α , β 选取的人为性对
原方程各参数之间的函数关系可以忽略,因此本文
给定参数: α = 0.2, β = 0.8.

考察 (11)式参数的函数关系,可以发现突变变
率指数与突变参数 κ 的一次方成正比、突变幅度
的二次方成正比. 由此可见突变的变化幅度越大、
突变的速度越快, 突变的变率越大, 这可能也是造
成诸多突变事件要么不发生,要么发生就引起巨大
灾难原因之一.

2.2 参数提取

基于以上分析可知, 对于 Logistic模型表征的
均值类型突变,参数 µ,ν ,κ对突变的影响至关重要,
因此提出以下方案,从实际序列中提取相关参数.

图 5 对均值突变序列分段提取参数示意图

如图 5 所示, 对存在均值突变的时间序列
l, 将序列分割为三段子序列, 标记为 l1, l2, l3,
各子序列长度分别为 n1,n2,n3, 则序列总长度
n = n1 +n2 +n3.

1)序列 l1 表示系统在非稳定平衡态的停留,停
留时间为 n1,则提取参数

ν =
n1

∑
i=1

xi/n1;

2)序列 l2 表示系统在两个状态之间转换的过
渡, 根据 (4) 式定义式, 可以用这一段时间的斜率
表示系统突变变率指数,斜率使用最小二乘法进行
求解

η =
n1+n2

∑
i=n1+1

ī · x̄i/
n1+n2

∑
i=n1+1

ī2,

同时给出序列 l2 的拟合直线方程 x′ = η i+ξ ,其中
ξ = x̄i −η ī;

3) 同 1), 序列 l3 表示系统在稳定平衡态的停
留,提取参数

µ =
n

∑
i=n1+n2+1

xi/n3.
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基于以上三点对序列参数的提取,可以用下面

的分段函数 x′拟合满足以上均值突变的时间序列,

x′ =


ν , 序列l1,

η i +ξ , 序列l2,

µ , 序列l3.

(12)

为了保证对序列 l 进行最优分割, 实现最

佳拟合, 各子序列在特定范围内连续变化, 其中

n1 ∈ [1,n−3], n2 ∈ [2,n−n1], n3 = n−n1 −n2. 定义

参数 δ = ∑
i
(xi−x′i)

2,表示分段函数在拟合过程中实

际序列与分段函数之间的残差, δ 取值最小表明分
段函数拟合的效果最佳.

表 2 参数提取方案对给定参数突变序列的提取结果

编号
ν µ η

给定值 提取值 误差 给定值 提取值 误差 给定值 提取值 误差

1 −4.0000 −3.9527 0.0473 1.0000 0.9679 0.0321 0.1000 0.0929 0.0071

2 −4.0000 −3.9530 0.0470 1.0000 0.9946 0.0054 0.3000 0.2745 0.0255

3 −4.0000 −3.9510 0.0490 1.0000 0.9978 0.0022 0.5000 0.4527 0.0474

4 −4.0000 −3.9270 0.0730 4.0000 3.9780 0.0220 0.1000 0.0922 0.0078

5 −4.0000 −3.9198 0.0802 4.0000 3.9958 0.0042 0.3000 0.2763 0.0237

6 −4.0000 −3.9209 0.0791 4.0000 3.9983 0.0017 0.5000 0.4556 0.0444

7 −4.0000 −3.9031 0.0970 7.0000 6.9814 0.0186 0.1000 0.0918 0.0082

8 −4.0000 −3.8917 0.1083 7.0000 6.9959 0.0041 0.3000 0.2783 0.0217

9 −4.0000 −3.8771 0.1229 7.0000 6.9986 0.0014 0.5000 0.4682 0.0318

表 2是对方程 (3)给定参数之后用上述方法进

行参数提取的结果,注意到除却斜体的两个 ν 值误
差较大之外, 其余参数提取误差在百/千分位量级,

这是可以接受的. 另外,当参数 ν ,µ 取值一定时, µ
的误差随着 η 的增大而逐渐减小, η 的误差随着自
身的增大而增大; ν ,η 取定时, µ 的误差随着自身的
增大而逐渐减小, η 的误差随着 µ 的增大而增大; ν
的误差与 µ 相关, µ 越大其误差也越大.综上可以

认为 µ 越大、η 越小,即突变幅度越大、变化越缓

慢的突变类型参数提取精度越高.

2.3 观察窗口与突变标准的设定

文献 [3] 在给出突变的完备性定义的同时也

强调, 气候突变具有多时间尺度性, 诸如短期月季

尺度上的气候突变、中期年际尺度上的气候突变、

长期年代际尺度上气候突变,除此之外还有地质尺

度上的气候突变等. 因此, 在不同的时间尺度下观

察相同时间段的气候突变, 可能得到不同的结果,

对已有的时间序列, 截取其中的一段进行研究, 考

察这一时期内序列的突变情况,称截取的这一段序

列为观察窗口.

对给定时间序列 l,长度记为 m,选取长度为 n

的子序列 l′ 作为观察窗口, l′ 的选取范围遍列原序

列 l,用 i标记,则 i ∈ [n+1,m]. 对任意子序列 l′,作
2.2中的拟合分析,提取合适的参数 νi,µi,ηi. 并定
义突变幅度 ωi = |νi − µi| 作为标记每一个子序列
的参量,通过统计 ω 的分布给出判断原序列 l 发生
突变的标准:对参量 ω 的分布函数 φ(ω)进行积分,
如果落点在

∫
φ(ω)dω = Ω 以外的,认为发生突变,

根据时间序列的自由度不同, Ω 选取合适的值.

3 方法应用 —–PDO 指数序列的参数
分析

3.1 资 料

本 文 所 用 PDO 指 数 资 料 下 载 自

http://jisao.washington.edu/pdo (美国华盛顿大学大
气科学学院网站),数据长度为 1900年 1月至 2012
年 9月, 共 1353个月数据. 基于以上分析方法, 通
过改变观察窗口对不同气候尺度下指数序列存在

的几次突变过程进行分析研究,研究中观察窗口分
别取 10a, 20a和 30a.

3.2 PDO指数序列的参数及其突变检测

对数据资料进行方法 2提取相关参数,通过观
察窗口在原序列上滑动拟合,得出逐次突变幅度参
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量 ωi,统计该参量,得到图 6分布,其中黑色柱状图
表示观察窗口取 10a时突变幅度参数的概率分布,
黑色曲线是 Gauss拟合的结果;红色和蓝色分别表
示观察窗口取 20a和 30a的 ωi 分布及其 Gauss拟
合结果.发现尽管观察窗口取值不一致,但是 ωi 总

是满足 Gauss分布,因此可以通过查表给出 2.3中
的突变判断标准,当 ωi 的分布函数积分超过 98%,
时有如下关系成立:

|ωi −E(ωi)|> 2.05σ(ωi), (13)

其中 E(ωi),σ(ωi)分别是参数的均值和方差, 此时
认为在 i时刻检测到此前的观察窗口中存在突变序

列,突变时刻为 i−m+n1.
图 7 给出不同观察窗口下的 PDO 指数序列、

参数 ω 和 κ 的关系,其中图 7(b), (c), (d)虚线是判
断标准 ω = E(ωi)±2.05σ(ωi). 短竖线是突变幅度
参数的提取结果, 突变幅度超过给定标准的时候,
确定为突变年份, 如表 3 给出判别结果. 滑动窗口
取值不同的情况下,均能检测得到 1940/1942年左

右开始发生突变,图中虚线圆圈标记位置; 1977年
开始的突变仅在滑动窗口选取 10a/20a的时候有所
体现,表明此次突变可能仅在 10—20a的尺度上发
生,对于更大尺度上不当做突变事件; 1987/1989年
开始的突变事件同样仅在滑动窗口选取为 10a 的
时候检测到,表明此次突变对于更长时间尺度而言
不能被看做突变事件.

图 6 不同观察窗口下突变幅度统计分布

图 7 PDO指数序列及参数 ω,κ 的提取结果

表 3 不同观察窗口下突变发生开始时刻

观察窗口 10年 观察窗口 20年 观察窗口 30年

突变开始时刻

1940/1942 1940/1942 1940/1942

1977 1977 —

1987/1989 — —

对于参数 κ 的提取结果如图中灰色圆点所示,

可以发现, 绝大部分的 κ 值均在 0附近,表明系统

的混沌性比较弱, 此时模型是适用的; 而在 1916,

1934, 1940, 1955 和 1971 年的拟合过程中 κ 值较
大,对具体时间序列分析发现, PDO指数序列这几

次的发生明显的拐点,因此可能造成 κ 值的求解异
常偏大,但是不能排除这期间系统混沌状态偏强的

可能,对于此时模型的实用性需要进一步考察研究.
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3.3 突变持续时间

利用方法 2 对序列拟合过程中得到的突变持

续时间, 分析 PDO 指数序列在每一个观察窗口下

的 “突变过程”,考察突变持续时间的统计特性. 图

8给出不同观察窗口下,各子序列的突变持续时间

统计分布,一个较为固定的突变持续时间锁定在 48
个月 (图中实线,下同;如 1987年的突变),与之类似
的 80个月 (如 1977年的突变)也作为固定的突变
持续时间出现在三次检测过程中;而突变持续时间
表现为 120个月 (如 1940/1942年的突变)分别在观
察窗口取 20a和 30a时的检测中出现.

图 8 突变持续时间统计分布

值得注意的是,还存在一些比较显著的特定突
变持续时间 (图中虚线标记位置) 72, 100个月等在
表 3 的检测中并没有出现, 这可能与选取的观察
窗口以及判断标准大小有关, 通过改变观察窗口
大小、放宽判定突变的标准之后能够得出这种突

变持续时间对应下的突变时刻. 对于 PDO 指数序
列中存在的固定突变持续时间,一种可能的原因是
驱动 PDO指数序列的动力学系统具有一定的时效
性,在一段持续性过程中动力学系统施加强迫使得
PDO序列发生跃变,撤去强迫之后,序列稳定在一
个平衡状态.

3.4 突变系统 “始 -末状态”在相空间中的
分布情况

对每一个观察窗口内的子序列进行拟合的过

程中,总是能够得到系统的非稳定平衡态 ν 和稳定
平衡态 µ ,认为这是在观察窗口下系统发生突变的
初值和末状态,当系统稳定在一个状态时,其始 -末
状态对应为相空间的一个点. 分析 ν −µ 的空间分
布,有助于了解不同尺度下的气候突变系统演化情
况,下面对观察窗口分别取 10a, 20a和 30a的情况

下,系统状态保持情况进行考察.

当序列为没有发生突变的时候,总有 ν = µ 成
立, 此时系统状态是保持在相空间对角线上的定

点. 如图 9(a)中对角线上标记的斜短线上,系统初

值和末状态都稳定在 (−1,1)之间;观察窗口取 20a

和 30a的时候 (图 9(b), (c))没有 (很少)出现 ν = µ
的情况, 表明系统不能在这个尺度上始终保持稳

定存在.

当系统存在突变、并且这一突变已经由一个

平衡状态完成到另一个平衡状态转变的时候, ν −µ
函数关系表现为平行于对角线.如图 9(a)中系统两

条平行于对角线的短线,其中 ν < µ 的部分表明系
统状态变量增加、ν > µ 表明系统状态变量减小;

观察窗口取 20a 时, 系统仅有增突变; 观察窗口取

30a的时候,系统仅存在减突变.

当系统突变过程尚未完成、仍然在进行的时

候,如初值逐次增加、末状态保持不变或初值保持

不变、末状态逐次增加,认为该观察窗口下检测到

序列的突变正在进行,此时系统的 ν − µ 关系表现
为关于 x轴或 y轴平行的直线.如图 9(a)中 ν < µ
的三条竖线表明系统正在进行突变增加、ν > µ
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的竖线表明系统正在进行突变减少, ν < µ 的横线
表示系统已经由较小的状态增长至一个稳定值、

ν > µ 的横线表示系统已经由较大的状态减小至一
个稳定值;图 9(b), (c)中同样存在系统正在进行的
突变过程,不再赘述.

图 9 突变始末状态相图

4 结 论

本文通过生物学模型 —–Logistic 模型, 推导

出能够表示均值突变的分段函数, 用该分段函数

去拟合实际序列, 从而提取模型的参数, 通过分析

提取的参数, 对均值类突变过程进行分析, 得出以

下结论:

1. 突变变率与引起系统状态变量减小的参数

κ 的一次方以及反应突变变化幅度的参数 |ν − µ|
的二次方成正比;

2. 同一序列、不同观察窗口下检测到的突变

位置和突变持续时间是一致的,但是观察窗口放大

之后有些年份的突变不能被检测出来;

3. 对 PDO指数序列的突变持续时间进行检测

发现, 突变持续时间具有一定的离散型, 存在某些

特定的突变持续时间,如 4a, 6—7a, 10—11a等.

4. 考察突变系统 “始 -末状态”相空间分布,发

现不同观察窗口下检测到的突变保持状态大致分

为三种情况. 1)不存在突变,系统保持在一个定值;

2)突变已经完成、包括增突变和减突变两种情况;

3) 突变正在进行, 包括增/减至平衡、平衡向增/减

方向发展四种情况.

如文献 [3] 对突变持续过程进行的定义那样,

突变持续过程相对于其在平衡态而言应该是非常

短暂的, 但是可以通过收缩观察窗口的时间尺度,

考察突变的发生过程. 文章借助于参数方程实现了

对均值类型的突变过程进行分析,但是一定程度上

也存在一些不足,如 1)实际气候资料时间序列是否

服从 Logistic下的均值突变模型, 2)在判定突变发

生标准的时候,对给定的突变幅度指数分布是否严

格意义上服从 Gauss分布, 3) PDO指数序列的突变

过程持续性时间为定值是否与驱动该指数的动力

系统相关, 都是需要亟待解决的问题, 还需要进行

大量的基础性工作.
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Abstract
The traditional detection method of abrupt change may pay more attention on the “point of abrupt change” and neglect the process

of its onset, development and extinction. This paper has proposed a new detection method to obtain the abrupt change process (ACP);
it can extract suitable parameters from real time series by using a piecewise function which is based on a logistic model that reflects
the ACP. With the help of parameters’ physical meaning, we researched and analyzed the whole ACP, deepened the understanding
and awareness of ACP, to lay the scientific foundation for further study on the formation mechanism, affecting factors and trends of
the abrupt change. Besides, by detecting the PDO time series’ ACP, we also find that the time series began to change in 1940/1942,
1977, 1987, and the duration of abrupt change is locked in some fixed values; furthesmore, the phase graph of the system showed that
a normal system world have 3 basic states.
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