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Fermi-Pasta-Ulam β 格点链系统能量载流子研究*
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Fermi-Pasta-Ulam (FPU) β 格点链中能量输运的载流子是孤子还是声子一直存在较多的争议.本文通过单脉冲

方法,明确了一个能量波包在该格点链系统中从声子波包转变成为孤子波包的条件,即波包能量达到一定阈值.基

于纯四次势链的声子真空效应,构造了由 FPU-β 链与纯四次势链构成的双段链系统.通过对比研究双段链系统和单

段 FPU-β 链中的热流,发现低温下声子是 FPU-β 链中能量的主要载流子,而随着温度的升高孤子逐步取代声子成

为能量的主要载流子.
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1 引 言

自然界中的很多非平衡现象都与物质和能量

的输运有关. 热输运是能量输运的一个重要方面.

对于热输运的研究, 可以追溯到傅里叶经验定律.

该经验定律微观机制的讨论一直以来都是非平衡

统计力学中一个重要而具有挑战性的问题.近些年

来, 研究发现低维材料中存在反常热传导行为, 即

热传导系数依赖于材料的尺寸 [1−3]. 这激发了对于

满足傅里叶定律正常热传导微观机制问题的新一

轮研究热潮 [4−13].

著名的 Fermi-Pasta-Ulam (FPU) 模型最初由

Fermi 等 [14] 引入, 用于研究非线性系统中的能

量均分问题和遍历性假设. 后来 Lepri等 [1] 将其用

于研究低维热传导,发现强非线性和混沌并不足以

保证正常热传导行为,能量载流子的阻尼效应很弱.

关于 FPU格点链中能量的载流子是孤子还是声子

的问题,目前仍然存在着较多的争议 [15−20]. 这方面

的讨论主要依据测量格点链上能量的传播速度,然

后将其测量值与载流子理论预测值相比较. 但是,

孤子理论和有效声子理论都能与测量值相符合而

无法区分 [17,19]. 近年来, Zhao[18] 发展出一套通过

平衡态途径研究能量输运性质的方案. Li等 [20] 采

用该新方案计算格点链上的能量传播速度,通过对

比发现有效声子理论与实际测量值的符合度比孤

子理论更高. 据此,他们认为 FPU格点链中的能量

载流子是长波声子,而非孤子. 因此,从一个新的视

角考察这个问题会使我们的理解更加深入.

在数值模拟研究非线性格点链的热传导问题

时, 通常将热浴耦合在格点链的两端粒子上. 热浴

与格点链的相互作用是通过施加在端点粒子上的

一系列随机力而实现的. 作为第一步,研究一个单

脉冲在格点链上的传播行为有助于从微观的角度

去理解一些宏观的能量输运行为.为此, 我们研究

一个动量激发在 FPU-β 格点链上的传播行为. 动

量激发能量较低时, 只能在 FPU-β 格点链上产生
声子, 脉冲波包将由于色散而迅速坍缩. 而当动量

激发能量足够高时,能在链上形成波形稳定的孤子

和随传播而坍缩的声子尾巴. 我们同时考察了简

谐链和纯四次势格点链上动量激发的行为,明确了

FPU-β 格点链由极低温时的简谐链极限到极高温
时的纯四次链极限的转变.

由于不存在简谐项, 纯四次势格点链中 (声子
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真空效应)不允许存在声子 [21−24]. 基于此,我们构

造了一个由 FPU-β 与纯四次势链构成的双段链系
统.通过对该系统与 FPU-β 单段链的对比研究,得

到如下结论：低温下声子为 FPU-β 格点链中能量
的主要载流子, 而随着系统温度的升高, 孤子逐步

取代声子成为格点链中能量的主要载流子.

2 单脉冲在格点链上的传播行为

开放边界条件下, 包含 N 个粒子的 FPU-β 格
点链的哈密顿量如下

H =
N

∑
i=1

p2
i

2
+

N−1

∑
i=1

V (qi+1,qi), (1)

V (qi+1,qi) =
k
2

(
qi+1 −qi

)2
+

β
4

(
qi+1 −qi

)4
, (2)

其中 pi 和 qi 分别表示第 i个粒子的动量和偏离平

衡位置的位移, k和 β 分别表示相互作用势能的二
次项系数和四次项系数. β = 0时,模型退化成可以

解析求解的简谐链. 四次项势能的出现打破了简谐

链的可积性,产生出系统在相空间中丰富的规则和

混沌运动.在没有二次项势能,即 k = 0时,模型成

为纯四次势链.

为了研究单脉冲在格点链上的传播行为, 在

t = 0时处于静息态的格点链上的最左端粒子上施

加一动量激发, 并观察系统的演化行为.该动量激

发在格点链上产生一系列向前传播的能量波包. 由

于非线性项的存在, FPU-β 格点链中既可以存在声
子波包, 也可以存在孤子波包. 声子波包与孤子波

包的本质区别在于, 前者会由于色散效应而导致

波包坍塌,而后者由于非线性效应与色散效应的平

衡而形成稳定的波形. 固定 FPU-β 格点链的参数
k = 1.0和 β = 1.0, 探讨不同能量水平的动量激发

在格点链上产生的波包的属性. 声子波包的峰值会

随着波包向前传播而衰减,孤子波包的峰值则随着

波包的传播保持不变. 选取粒子数 N = 1000 的格

点链,并在格点位置 ia = 50和 ic = 950处设置观察

点,当第 n个能量波包经过两个观察点时其能量峰

值 Epna 和 Epnc 将被记录下来用于考察波包的属性.

图 1(a)展示了不同能量水平 E 的动量激发下,

前三个波包经过 FPU-β 格点链上两个观察点时能
量峰值的变化情况. 可以看到, FPU-β 链上动量激

发的能量水平很低的时候, 所有波包在经过第二

个观察点时的峰值相对于经过第一个观察点时的

峰值都显著地减小, 说明激发出来的都是声子波

包, 这些声子波包在传播过程中逐渐坍塌. 随着动

量激发能量水平的提高,各个波包的能量也相应增

加. FPU-β 格点链上一个能量越大的波包,其势能

中非线性部分所占有的比重越大,非线性效应越强.

图 1 不同能量水平 E 的动量激发下第 n个波包经过链上两个观
察点 ia = 50和 ic = 950时的能量峰值 Epna 和 Epnc (a) FPU-β 格
点链; (b)简谐链; (c)纯四次势链
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因此, 当波包能量达到一定阈值后, 声子波包将演

变成为孤子波包. 从图 1(a)中可以清晰地看到,当

动量激发的能量水平高到一定程度时,第一个波包

首先出现了经过两个观察点时能量峰值不衰减的

情况, 声子波包演变成了孤子波包. 随着动量激发

能量水平的进一步提高,第二个和第三个声子波包

也相继演变成了孤子波包. 可以推断, 动量激发能

量水平的继续提高会使得更多的声子波包演变成

为孤子波包. 一个声子波包演变成为一个孤子波包

的条件是波包能量达到一定阈值,而这个阈值的大

小与格点链自身的属性相联系.对于所选取的特征

参数 k = 1.0和 β = 1.0的 FPU-β 格点链,这个阈值

在 1的量级.

图 1(b)和 (c)给出了简谐链和纯四次势链上不

同能量水平的动量激发下波包经过链上两个观察

点时能量峰值的变化情况. 可以看出,对于简谐链,

由于没有非线性项, 无论动量激发的能量水平多

高,只有声子波包存在. 对于纯四次势链,由于不存

在简谐项,系统不允许声子波包的存在, 无论动量

激发的能量水平多低, 只有孤子波包的存在. 对比

图 1(a)—(c),低能量水平的激发下 FPU-β 格点链趋
向于简谐链,而高能水平的激发下 FPU-β 格点链趋

向于纯四次势链.

3 FPU-β 格点链中的能量载流子

由于纯四次势链中不允许声子模式存在, 可

以利用这个性质来构造图 2 中的两种格点链, 其

中图 2(a)为单段 FPU-β 链 (参数 k = 1.0, β = 1.0),

图 2(b) 为由 FPU-β 与纯四次势链构成的双段链
系统 (左段参数 k = 1.0, β = 1.0, 右段参数 k = 0,

β = 1.0). 本文将从宏观热流的角度对两种格点链

加以对比分析,并以此讨论 FPU-β 格点链中的能量
载流子问题.

在数值模拟中, 采用固定边界 q0 = qN+1 = 0,

两个温度为 TL = T0(1+∆)和 TR = T0(1−∆)的朗

之万热浴分别与格点链两端的最左端 i = 1 粒子

和最右端 i = N 的粒子耦合.取粒子数 N = 200,相

对温差 ∆ = 0.2, 模拟足够长的时间以保证系统演

化达到非平衡稳定态. 测量不同基础温度 T0 下通

过双段链 (图 2(b))的热流 Jb 与单段 FPU-β 链 (图

2(a))的热流 Ja 的比值

R = Jb/Ja. (3)

数值模拟测量结果如图 3所示.

图 2 格点链系统 (a)单段 FPU-β 链; (b)由 FPU-β 与纯四次势链构成的双段链

从图 3我们可以得到一些有价值的信息.先看

低温情形. 低温对应于低能量水平激发, FPU-β 格

点链中此时的激发模式以声子波包为主,因此低温

下单段 FPU-β 链 (图 2(a))中声子为主要能量载流

子. 对于由 FPU-β 链与纯四次势链构成的双段链

系统 (图 2(b)),不允许声子波包存在于右边纯四次

势链中, 因此左边 FPU-β 链中声子波包的传播将

在界面处被阻断, 不能起到载流子的作用. 这导致
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图 2(b)链的载流能力相对于 (a)链急剧下降,因此

R值在低温下很小. 随着系统基础温度 T0 的提高,

能量的非线性激发水平提高, FPU-β 格点链中激发
模式中孤子波包的比重提高. 孤子波包既可以在右

边纯四次势链中传播, 也可以在左边的 FPU-β 链
中传播,因此孤子波包逐渐取代声子波包成为主要

能量载流子, 故而 R 值随着基础温度的提高逐渐

变大. 高温极限下 R 值趋近于 1, 对应着高温极限

下 FPU-β 格点链中声子波包的比重趋于 0,其载流

能力与孤子波包的载流能力相比可以忽略. 因此,

FPU-β 格点链中声子波包和孤子波包都能起到载
流子的作用. 低温情况下,声子载流起主导作用;高

温情况下,孤子载流起主导作用.

图 3 双段链系统中热流与单段 FPU-β 链中热流的比值随基
础温度 T0 的变化

4 FPU-β 与纯四次势双段链系统中的
界面效应

再次回到微观角度,研究一个单脉冲在两种格

点链上的传播行为,用以进一步支持前面得出的结

论.采取开放边界条件,对 t = 0时处于静息态的格

点链上的最左端 i = 1粒子施加一动量激发, 并观

察系统的时间演化行为.

低能量水平的动量激发在两种格点链中的典

型传播行为如图 4所示. 可以清楚地看到, 在单段

FPU-β 链 (图 4(a))中,单脉冲激发产生的声子波包

在格点链上自由传播,可以起到载流子的作用. 而

对于由 FPU-β 链与纯四次势链构成的双段链 (图

4(b)),单脉冲激发产生的声子波包在格点链的界面

处被反弹,不能起到载流子的作用. 当然,声子波包

对格点链界面的冲击会造成界面的扰动,界面扰动

会在右边纯四次势链中激发孤子波包而具有载流

效果,这与前面看到的低温下双段链 (图 2(b))中热

流与单段 FPU-β 链 (图 2(a))中热流的比值 R虽然

很小但却不完全为 0相一致.

图 4 能量水平 E = 0.001的动量激发在两种格点链上的传播
行为 (a) FPU-β 链; (b)双段链

在高能量水平的动量激发下, FPU-β 格点链中
产生孤子波包和追随其后的声子尾巴,两者在两种

格点链中的典型传播行为如图 5所示. 单段 FPU-β
链 (图 5(a))中,单脉冲激发产生的孤子波包和声子

尾巴均在链上自由传播,均可以起到载流子的作用.

对于我们构造的双段链 (图 5(b)),单脉冲激发产生

的孤子波包能顺利通过界面,起到载流子的作用;而
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图 5 能量水平 E = 1.0的动量激发在两种格点链上的传播行
为,由于孤子能量远远高于声子尾巴的能量,为了清楚地看到
声子尾巴的行为,此处能量轴只给出 (0, 0.015)部分 (a)单段
FPU-β 链; (b)双段链

声子尾巴则在格点链的界面处被反弹,不能起到载

流子的作用. 当然, 波包对界面的冲击仍然会造成

界面的扰动,从而在右边纯四次势链中激发出新的

低能量水平的孤子波包.

因此,通过研究单脉冲在格点链上的传播行为

可以清楚地看到: 双段链模型 (b)中右边纯四次势

链确实不允许声子波包的传播,声子波包在界面处

发生反弹,而孤子波包则能顺利的通过界面. 这样,

就从微观角度支持了前面对宏观上热流比值 R随

基础温度 T0 的依赖关系的分析过程, 从而支持了

我们对 FPU-β 格点链中能量载流子的看法.

5 结 论

近些年来,由于反常热传导的发现和纳米技术

的飞速发展,低维材料的热传导问题引起了人们的

广泛兴趣. 大量的数值计算结果丰富了我们对热传

导微观机制的认识,同时在一些基本问题上也产生

了一些争议, 其中就包括 FPU-β 格点链中能量载
流子是孤子还是声子的问题.我们设计了由 FPU-β
与纯四次势链构成的双段链系统, 通过对比单段

FPU-β 链和双段链的热流, 发现 FPU-β 格点链中
的能量载流子在低温下以声子为主,而在高温下以

孤子为主.

以往的研究主要通过测量格点链上能量的传

播速度来讨论载流子问题,而能量传播速度的测量

本身并不是很精确. 从宏观热流的角度分析该问题

是希望对这个问题获得更加清晰的认识. 本文从微

观角度研究了单脉冲在双段链系统上的传播行为,

声子波包在界面处反生反弹, 支持了我们的结论.

但是也要看到, 声子波包并不是完全反弹, 而是会

有少部分能量通过界面透射过去. 对于不同能量水

平的声子波包,通过界面透射的能量比例还有所不

同.这些问题将是今后进一步研究的对象.
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Abstract
Recently, heat conduction in low-dimensional materials has attracted much attention. The energy carriers responsible for the

heat conduction in the Fermi-Pasta-Ulam (FPU) β lattice is still in debate. To the best of our knowledge, the sound velocity of
energy transfer has been measured to examine the properties of the energy carriers, by using both nonequilibrium and equilibrium
approaches. Nevertheless, the uncertainty of the computational data is too large to distinguish between the two predictions based on
soliton theory and effective-phonon theory. In this paper, the spatiotemporal propagation of a momentum excitation traveling along
the FPU-β lattice is investigated. The harmonic and anharmonic couplings induce the dispersion and localization of a energy packet
on the lattice, respectively. The bifurcation of a solitary wave takes place as the energy of the packet exceeds a threshold. Based
on the “acoustic vacuum” phenomenon in the pure quartic lattice, a two-segment lattice composed of the FPU-β chain and the pure
quartic chain is constructed. The heat flux in the two-segment lattice is studied to compare with that in the FPU-β lattice. The
ratio of the heat flux of the two-segment lattice to the FPU-β lattice increases monotonically as temperature rises. We conclude that
phonons are the majority energy carriers in the low temperature regime, while solitons become dominant carriers as the temperature
increases. The spatiotemporal propagation of a momentum excitation traveling along the two-segment lattice is also investigated.
Phonon packets excited in the FPU-β part are reflected at the interface while solitary waves can pass through the interface. This
supports microscopically our conclusion on the energy carriers in the FPU-β lattice.
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