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分形自相似结构研究*

杨秦男1) 张延惠1)† 蔡祥吉1) 蒋国辉1) 徐学友2)

1) (山东师范大学物理与电子科学学院,济南 250014 )

2) (山东省科学院情报研究所,济南 250014 )

( 2012年10月10日收到; 2012年12月21日收到修改稿 )

研究了粒子在 RIKEN介观器件中的输运性质, RIKEN器件的理论模型是二维 Sinai台球的一种,是研究粒子逃

逸曲线混沌性质和分形规律的理想模型之一.采用逃逸曲线定性比较和分形维数定量计算两种方法,得到了开口宽

度、腔长、拐角位置、圆弧半径等器件参数对逃逸曲线混沌区域分布的影响规律.结果发现逃逸曲线中存在分形自

相似结构,揭示了粒子在 RIKEN介观器件腔中输运过程存在的混沌性质,并首次运用 “眼式结构”分析和相似比比

较等方法对分形自相似结构进行了验证.
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1 引 言

混沌及分形理论是近些年来发展起来的新型

非线性理论,在很多方面有着重要研究意义 [1]. 混

沌简单来说就是研究对象系统无规行为中的规律

性 [2],而分形是混沌性质中存在的规律性中的一种.

混沌分形与气象学、地质学以及物理学的众多分

支学科有着广泛的联系,在解决非线性问题中起着

重要作用. 二维介观器件体系中粒子在输运过程中

的诸多现象和行为都存在着混沌及分形性质,通过

改变器件参数或环境 (磁场等)来探究它们对粒子

逃逸曲线混沌性质的影响规律,同时发现体系中存

在的分形自相似结构 [3−6]. 本文以逃逸曲线定性比

较和分形维数定量计算两种手段来研究器件中混

沌吸引子的变化规律; 首次运用 “眼式分析” 和相

似比比较的方法来验证逃逸曲线中存在的分形自

相似结构. 本文的研究对分析混沌逃逸规律、分形

自相似结构以及器件输运的稳定性控制等具有理

论和实际应用意义.

2 器件介绍及理论模型

本文采用的 RIKEN Side-wall Sinai Billard器件

(图 1)由日本理化研究所 (RIKEN)纳米电子材料实

验室的 Cooper和 Bird在晶圆上制得, 并由新南威

尔士大学的 Micolich等 [7] 进行了低温下电子量子

干涉效应等实验. 为叙述简便,本文的研究中将该

器件简称为 RIKEN器件.

RIKEN台球器件可理解为如图 2所示的二维

器件模型, 图中标度的量级为微米级. 器件底部的

两个开口很小, 粒子无法通过,因此可以忽略其对

粒子逃逸的影响.器件腔内部区域可视为势阱, 直

线和底部圆弧部分为势垒 [8]. 粒子在器件中运动,

到达开口位置时逃逸. 当粒子能量增大时, 粒子会

从势垒上势能较低的区域逃逸,从而导致势阱面积

增大 (但势阱的形状基本不变),粒子的逃逸率增加,

相同情况下的粒子逃逸时间也变短 [9−11]. 本文的
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研究主要基于统计单个粒子逃逸前的碰撞次数,为

控制变量以及简化计算过程,认为粒子只从开口处

逃逸而无法从势垒逃逸,即二维器件腔内部为无限

深势阱,边界势垒的势能无限大.

粒子在二维器件腔内与器件壁的碰撞视为

完全弹性碰撞, 碰撞前后的运动轨迹遵从反射

定律 [12]. 由于器件的对称性, 可定义两侧顶端

的任意一个开口为粒子的入射口. 本文以下研究定

义器件左侧开口为粒子入射位置,定义粒子到达器

件两侧顶端任一开口位置时逃逸器件腔.

图 1 RIKEN器件的电镜扫描图

图 2 RIKEN器件的理论模型

3 粒子初始位置及器件参数对输运混
沌性质的影响

粒子从入射到出射的过程中会与势垒发生若

干次碰撞,在器件参数 (主要是开口宽度、腔长以

及圆弧半径) 确定的情况下, 粒子逃逸前的碰撞

次数由入射角度决定. 当入射角度微小改变时,

碰撞次数可能不会明显改变, 也可能会发生剧烈

变化 [13]. 图 3(a) 为入射角分别为 21◦ 和 22◦ 时粒

子逃逸前的碰撞情况比较,入射角的微小改变没有

引起碰撞轨迹和次数的明显变化;图 3(b)为入射角

为 41◦ 和 41.3◦ 时粒子逃逸前的碰撞情况比较, 入

射角的微小改变引起了碰撞轨迹和次数的剧烈变

化. 这种产生碰撞次数剧烈变化时对应的角度称作

奇异点, 奇异点的集合就是混沌吸引子. 产生这种

剧烈变化的原因主要是粒子与器件底部弧线区域

碰撞,当初始入射角近似相同的两个粒子到达圆弧

部分时,它们反射轨迹之间的夹角及距离差异会增

大,因此圆弧对微小差异起到了放大的作用 (以下

简称为圆弧的放大作用). 随着反弹次数的增加这

种差距会越来越大,最终导致了入射条件近似的粒

子逃逸前碰撞次数的明显差异.当然, 器件的开口

边缘位置、拐角附近区域、直线区域等也会产生

这种效果, 下文将分别予以讨论. 器件中粒子逃逸

的混沌现象由此产生,这个过程称为 “混沌逃逸”[3],

其逃逸时间和碰撞次数等敏感依赖于粒子初始角

度的改变.

图 3 (a)入射角 21◦ (实线)与 22◦ (虚线)比较; (b)入射角 41◦

(实线)与 41.3◦ (虚线)比较
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图 4 为计算得到的随粒子入射角连续微小改

变,粒子碰撞次数的变化曲线 (以下简称为粒子的

逃逸曲线). 图中的黑色区域是粒子碰撞次数连续

剧烈变化所导致, 也就是奇异点所在的混沌区域;

白色区域是碰撞次数变化不明显的区域.由于碰撞

次数在 60 次以上的入射情况 (图 4(a)) 很少, 混沌

区域的碰撞次数多在 60 次以内, 故而可以忽略掉

60次以上的碰撞次数,只考虑 60次以内的碰撞 (图

4(b)),本文以下研究均采用此方法.

3.1 粒子初始位置

粒子从器件的左侧开口入射,初始位置改变对

应的粒子逃逸曲线变化情况如图 5所示. 粒子在不

同初始位置下入射,其逃逸曲线中的黑色区域和白

色区域分布情况基本一致,而且黑色区域所占比例

不变.因此粒子初始位置改变对逃逸曲线混沌性质

的影响基本可以忽略,因为逃逸曲线混沌的产生主

要是由于入射角的改变, 而不是粒子的初始位置.

在以下各节讨论中, 为控制参数单一变化, 我们均

默认粒子的初始入射位置为器件左侧开口的中间

位置.

3.2 开口宽度

器件开口对粒子的逃逸具有选择作用,尤其是

在开口边缘位置这种选择作用更明显. 图 3(b) 中,

当轨迹相近的两粒子分别到达左端开口边缘位置

图 4 RIKEN器件碰撞次数随入射角变化关系 (a)碰撞次数 > 60次; (b)碰撞次数 < 60次

图 5 粒子初始位置对逃逸前碰撞次数的影响,右侧数据为粒子到开口顶端的距离
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时,一个粒子逃逸而另一个粒子反射回器件腔无法

逃逸. 器件开口宽度的增大使粒子的逃逸概率增

大,原逃逸过程中在开口边缘无法逃逸的粒子现在

会被开口选择,逃逸器件腔. 开口边缘对粒子逃逸

的选择作用明显减弱,由此逃逸过程中碰撞次数的

奇变点减少,逃逸曲线中的混沌区域会逐渐被白色

区域取代. 图 6 为开口宽度分别为 0.05—0.30 µm

时的逃逸曲线比较, 可以看到随开口宽度增加, 白

色区域逐渐增宽增多, 器件中粒子逃逸曲线的混

沌性减弱.

图 6 开口宽度对逃逸前碰撞次数的影响,右侧数据为对应的开口宽度

3.3 器件腔长

图 7为不同腔长中粒子的逃逸曲线比较. 当腔

长增加时粒子逃逸前在腔内的碰撞次数增加,器件

势垒的放大作用越来越明显. 当粒子到达器件的开

口位置时,放大的轨道差异最终体现在逃逸前的碰

撞次数差异上,器件腔长的增加导致逃逸曲线混沌

性的增强.

3.4 圆弧半径

器件底部圆弧半径的变化体现在两个方面:

一是 R 6 0.35 µm 时弧度等于 180◦ 的半圆 (如图

8(a)); 二是 R > 0.35 µm 时弧度小于 180◦ 的圆弧

(如图 8(b)).

3.4.1 R 6 0.35 µm
图 9为 R 6 0.35 µm时器件底部圆弧半径变化

时的逃逸曲线比较. 在 R = 0时 (此时器件的底部为

一条直线)的粒子逃逸曲线中,入射角在 0◦ 和 180◦

附近的碰撞次数整体较多且变化较大,存在一定的

混沌性质;其他大部分角度碰撞次数没有明显的奇

变,不存在混沌性质. 当圆弧半径增大时,粒子到达

圆弧的概率逐渐增大,圆弧区域的放大作用越来越

明显, 导致了粒子逃逸曲线中奇变点个数增多. 因

此图中的黑色混沌区域越来越宽,逃逸曲线的混沌

性越来越强.
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图 7 器件腔长对逃逸前碰撞次数的影响,右侧数据为对应的腔长
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图 8 (a) R 6 0.35 µm时器件形状示意图; (b) R > 0.35 µm时
器件形状示意图

但是图 9中的混沌区域在 R = 0.20 µm之后并

没有明显的增多,反而在 R接近 0.35 µm时有了明

显的减少. 如图 8(a)所示,拐角①和拐角②对粒子

入射轨道的微小差距均有放大作用. R较小时两个

拐角的影响是分别独立的; R 较大 (接近 0.35 µm)

时, 将很少有粒子在两个拐角处连续碰撞,两个拐

角可视为一个拐角, 其放大作用减弱. 由此说明在

该器件中拐角对混沌性质的影响是明显的: 拐角越

多越分散,器件的混沌性越强; 拐角数量减少或相

邻拐角距离很近时,器件的混沌性有所减弱.

3.4.2 R > 0.35 µm
图 10为 R > 0.35 µm时器件底部圆弧半径变

化时的逃逸曲线比较. 很明显,随着圆弧半径 R的

逐渐增大,图中的黑色区域逐渐减少, 奇异点的个

数下降,器件的混沌性减弱.

当 R > 0.35 µm时, 器件中拐角的数量及拐角

之间的距离不再改变.圆弧的半径 (或者弧度)是影

响输运过程混沌性质的主要原因,半径越大 (弧度

越小),圆弧部分的放大效果越弱,粒子逃逸过程中

碰撞次数的奇变点减少, 混沌性减弱. 可以预见当

R → ∞ 时, 原来的弧线将逐渐变成直线,其放大作

用等效于直线,其逃逸曲线将与图 9中 R = 0时的

逃逸曲线相同,因为在极限情况下两者所构造的器

件形状是完全相同的.
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图 9 R 6 0.35 µm时圆弧半径对逃逸前碰撞次数的影响,右侧数据为对应的圆弧半径

4 逃逸曲线中分形自相似结构的讨论

4.1 逃逸曲线中的分形自相似结构

总结以上各种情况下的混沌逃逸曲线,奇异点

较多的黑色区域和对入射条件的微小改变不敏感

的白色区域相互交错, 形成一类复杂的曲线, 这样

的体系显示出混沌动力学的标志—–分形结构 [3].

当然该混沌系统中可能存在 “黑带”自相似的分形

结构 [14,15],也就是说在不同的放大级别上,逃逸曲

线的黑白区域分布是相似的 [16].

回到原始参数下 RIKEN器件中粒子逃逸曲线

中来: 由于该逃逸曲线为非对称结构, 无法从中央

区域逐级放大来寻找其自相似结构,所以我们采用

将曲线中的混沌区域逐段放大的方法来寻找. 图 11

为混沌区域存在的分形自相似结构,可以看到各级

放大之后的图形与上一级图形在黑白区域的分布

上是一致的,各级图形之间有着很好的相似度.
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图 10 R > 0.35 µm时圆弧半径对逃逸前碰撞次数的影响,右侧数据为对应的圆弧半径及圆心角角度

图 11 原 RIKEN器件中混沌区域的分形自相似结构 自上而下各级图形的取值范围分别为 (49.8◦, 62.2◦), (51.9◦, 54.6◦),
(52.35◦, 52.95◦), (52.449◦, 52.579◦), (52.4694◦, 52.4977◦), (52.47395◦, 52.48003◦);右侧数据为放大级数
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4.2 自相似区域的讨论

我们把自相似区域的位置用圆 (或者椭圆)逐

级别标示出来,以探讨各放大级的位置与分形自相

似性的关系. 圆的直径 (或者椭圆的长轴) Di 为图

11自相似结构中对应的第 i条曲线的入射角范围,

得到如图 12(a)所示的嵌套圆结构, 我们将之称为

“眼式结构”, 该结构也是自相似结构, 放大后的局

部与整体是相似的. 图中的横轴为各级自相似图形

的入射角度;由于圆 (或者椭圆)表示的是一维长度

量, 因此不需要考虑图像纵坐标的标度.自相似放

大区域占各级图形的比例较低 (约占 22%),从第三

层圆开始其位置已无法仔细分辨.

为使图形易于观察, 在图 12(a) 的基础上将圆

的直径各级放大 (圆心位置不变) 得到新的结构

D′
i = Di × ai−1(4.6 > a > 1). 图 12(b)为 a = 3时的

“眼式结构”, 图中的 1, 2 两个圆已经相交, 第 2 层

及以后的圆仍为嵌套关系,由此说明图 12(a)中 1,

2两层的自相似性并不好.结合图 11的自相似图形

可以发现,其中的前两个图形黑白区域分布有较明

显差异, 而其他图形之间无明显差异. 由此得到结

论:逃逸曲线的分形自相似结构中, 各级放大区域

在位置标度上也是自相似的,其相似度的好坏与逃

逸曲线的相似性一致,各级放大区域在位置标度上

的相似度越好逃逸曲线的自相似性越好.

统计图 11中各级放大区域以及相邻放大区域

间的比值 (简称相似比), 得到表 1. 表中给出了各

级相似结构的放大区域以及相邻放大级之间的相

似比比值.利用标准差公式 σ =

√
1
n

n
∑

i=1
(xi − x̄)2 算

得表 1中相似比的标准差为 0.0062,因此可以认为

相邻放大区域间的比值是基本相等的. 由此得到结

论:分形自相似结构中, 相邻放大级之间的相似比

基本一致,在本结构中为 21.71%. 此方法可以用来

检验自相似结构中放大级是否存在缺失,对于放大

级的准确寻找具有一定的意义.

图 12 (a)原始尺度的 “眼式结构”; (b) a = 3时的 “眼式结构”

表 1 各放大级区域及相邻放大级之间的比值

放大级 1 2 3 4 5 6 7 8

放大区域 12.4◦ 2.7◦ 0.6◦ 0.13◦ 0.0283◦ 0.00608◦ 0.00131◦ 0.000282◦

相似比 0.2177 0.2222 0.2167 0.2177 0.2148 0.2155 0.2152

5 逃逸曲线的分形维数及讨论

分形几何与混沌动力学具有密切的联系,前文

得到的混沌逃逸曲线需要分形几何来描述. 分形维

数是衡量一个体系混沌性质的重要参量,可以定量

描述混沌性质的强弱. 对于不规则形状的曲线一般

采用盒计数法来计算其分形维数,将混沌逃逸曲线

入射角平均细分为 ε 份,找出混沌区域所占的份数

N(ε),则分形维数 Df =
lgN(ε)

lgε
. 在包含混沌区域的

N(ε)个盒子中,会出现全部混沌区域或者部分混沌

区域两种情况,当 ε 改变时 N(ε)也随之改变,因此

计算得到的分形维数 Df 是变化的. 从长远角度考

虑, ε 越大 N(ε)中全部混沌区域所占的比例也就越
多, 当 ε → ∞时所有 N(ε)个盒子均为全部混沌区
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域,体系的分形维数 Df 趋于稳定值
[17].

图 13 采用盒计数法计算原器件的分形维数

图 13为采用盒计数法算得的原器件的分形维

数, 逐步增大盒子的数量 ε , 曲线趋于稳定的斜率

k = 0.734即为体系的分形维数 Df. 由于盒计数法

中的混沌盒子数量 N(ε)不会超过盒子的总数量 ε ,

所以采用这种方法计算得到的分形维数 Df 6 1. 采

用该方法计算其他参数下器件中粒子逃逸曲线的

分形维数,进而可以得到分形维数与器件开口、腔

长、圆弧半径等的关系曲线,如图 14所示.

图 14(a)中开口宽度 d → 0时分形维数下降非

常快, 这主要是由于开口宽度很小时, 粒子在各角

度入射时均难以逃逸, 碰撞次数奇变少所导致.由

于开口很小时粒子无法入射和逃逸器件腔,所以此

段曲线在实际应用中可以忽略.此后随着开口宽度

的增加体系混沌性减弱, 分形维数 Df 逐渐降低趋

向于 0. 图 14(b)中腔长的增加使粒子的混沌性增

强, 分形维数 Df 逐渐增加趋向于 1. 图 14(c) 中在

R = (0,0.20) 区间分形维数随圆弧半径增加 (弧度

不变)而增加, 这主要是圆弧的放大作用增强所导

致. 在 R = (0.20,0.35) 区间, 器件拐角区域合并导

致混沌性减弱, 而圆弧半径增加导致混沌性增强,

在二者共同影响下分形维数并没有明显增加. 图

14(d)中圆弧半径增加 (弧度减小)导致其放大作用

下降以及混沌性减弱, 分形维数随之减小. 可以看

到不同器件参数下的分形维数变化情况与第 3节

中讨论的逃逸曲线的混沌性质是一致的.

图 14 分形维数与器件参数的关系曲线
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6 结 论

1)RIKEN 器件的开口宽度、腔长、圆弧、拐

角等均会影响粒子逃逸曲线的混沌性质, 圆弧区

域 (主要是弧度)对混沌性质的影响比直线区域更

显著, 器件拐角的数量及距离都会对混沌性质产

生影响.

2)通过对器件参数的控制改变器件的混沌性,

对器件中粒子输运过程的稳定性控制有一定意义.

3)采用逃逸曲线定性比较和分形维数定量计

算两种方法均可以描述体系的混沌性质,两种方法

得到的混沌性质变化规律是一致的.

4)在 RIKEN器件的粒子逃逸曲线中发现了很

好的分形自相似结构,首次运用 “眼式结构”分析法

及相似比比较的方法对自相似结构进行了验证,得

到了自相似结构与其位置和相似比的关联性.
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Abstract
The theoretical model of RIKEN mesoscopic device in our study is one kind of the two-dimensional Sinai billiards, which is an

ideal model to investigate the chaotic and fractal behaviors in particle escape curves. In the analysis of the escape curves, we use two
methods: qualitative comparison and quantitative calculation of the fractal dimensions. Then we obtain the influence of the distribution
of chaotic areas caused by the opening width, cavity length, corner positions, arc radius, etc. In the results, we find the fractal self-
similar structure of the escape curves in which the similarity is very good, and they display the chaotic property of the transmission in
the RIKEN device. Moreover, we use the “eye-style structure” analysis and the comparation between similar ratios to investagate the
fractal self-similar structure.
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