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基于自适应滑模控制的不同维分数阶混沌

系统的同步*
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针对异结构不同维分数阶混沌系统的广义同步问题进行研究,设计了一种将滑模变结构理论和自适应控制理

论相结合的方法. 通过设计一种对外界干扰具有强鲁棒性的分数阶滑模面,以及构造合适的自适应滑模控制器,该

控制器将系统的运动控制到滑模面上,使系统轨道沿滑动模运动到所需的控制状态,最终实现了两个不同维异结构

混沌系统之间的广义同步.以四维超混沌 Chen系统和三维 Chen混沌系统为例,对这两个系统分别进行升维和降维

的同步仿真. 仿真模拟结果表明,运用本文设计的控制器,经过短暂的时间,两系统的广义误差变量始终平稳地趋于

零,即证明了这种控制器的有效性.
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1 引 言

分数阶微积分是研究分数阶次的微积分算子

特性以及分数阶微分方程理论,它起源于 19世纪,

已有近 300年的历史. 随着对分数阶微积分研究的

不断深入,研究者普遍认为分数阶微积分作为整数

阶微积分的自然推广 [1],极大地扩展了人们所了解

的整数阶微积分的描述能力,完善了人们对世界的

认知. 近年来, 人们将分数微积分算子引入到动力

学系统中,分数阶动力学系统的混沌、混沌控制与

同步的研究成为当今研究的热点之一 [2−7],而分数

阶混沌系统产生的混沌现象更能反映系统的工程

物理现象,具有更普遍的意义.

混沌同步是实现混沌保密通信的基础 [8,9], 近

年来,人们提出了很多分数阶混沌系统的同步方法,

如线性反馈控制 [10]、耦合同步 [11]、广义同步 [12]、

自适应同步 [13]、投影同步 [14]、滑模控制 [15] 等各

种同步控制方法. 目前, 关于分数阶混沌系统同步

的研究,大多是针对结构相同、初值或参数不同的

分数阶混沌系统或分数阶超混沌系统的同步,如文

献 [16—23],具体针对不同维分数阶混沌系统间的

同步的研究还比较少,如文献 [24—26] . 不同维的

异结构混沌系统也就意味着两个系统的状态变量

随时间的演化有着严格的不同,而且系统的拓扑结

构和几何结构也会有一定的差异,即它们之间不能

通过拓扑变换从一个系统变换到另外一个系统.在

实际的物理、通信以及自动控制等系统中,很难找

到两个完全相同的系统,所以人们需要研究不同维

系统之间的关系. 因此, 研究不同维的异结构混沌

系统之间的同步控制,则更具有一般性.

滑模变结构控制出现于 20世纪 50年代,有 50

多年的发展历程,已经形成了一个相对独立的研究

分支, 成为自动控制系统的一种设计方法, 适用于

线性与非线性系统、连续与离散系统、确定性与

不确定性系统等,并且在实际工程中逐渐得到推广

应用. 由于滑动模态可以进行设计,而且它与系统

的参数无关,即使外界存在干扰, 滑模运动也会保
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持不变.因此, 处于滑模运动的系统具有很好的可

靠性、鲁棒性, 并且能够快速响应, 另外它不需要

系统进行在线辨识, 而且物理实现简单, 因此滑模

变结构控制方法受到了学者的高度重视.

本文针对不同维的异结构分数阶混沌系统的

广义同步,基于滑模变结构控制与自适应控制方法

相结合的原理,首先设计了一个对外界干扰具有较

强的鲁棒性的分数阶滑模面,然后构造了一种自适

应滑模控制器,该控制器将系统的运动控制到滑模

面上,使系统轨道沿滑动模运动到所需的控制状态,

从而最终实现了误差系统稳定在平衡点. 最后以四

维超混沌 Chen系统和三维 Chen混沌系统为例,来

实现混沌系统的同步控制的仿真分析.本文的研究

拓展了滑模变结构控制的研究领域,缩短控制理论

研究与实际应用的差距;由于滑模控制具有对外界

干扰的强鲁棒性, 因此, 将滑模变结构控制引入混

沌同步中更具有实际意义.

2 基于自适应滑模控制的分数阶混沌
系统的同步理论

2.1 控制同步问题描述

考虑如下两个分数阶混沌系统,分别作为驱动

系统和响应系统:

Dq
t x=Ax+ f (x), (1)

Dq
t y =By+g(y)+U , (2)

其中 Dq
t 为微分算子, 0 < q < 1, 它也可写成

dq

dtq ,

x ∈ Rm 表示驱动系统的状态变量, y ∈ Rn 表示响

应系统的状态变量, A ∈ Rm×m 和B ∈ Rn×n 分别为

驱动系统和响应系统的线性部分, f (x) : Rm → Rm,

f (y) : Rn → Rn 分别是驱动系统和响应系统的非线

性部分, U 为待设计的响应系统控制器.

我们的目的是去设计控制器 U 使得驱动 -响

应系统达到同步,即 lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0, 定义广义同步

误差为 e= y−Cx, C ∈ Rn×m, e= (e1,e2, · · · ,en)
T,

则得到误差动力系统为

Dq
t e=Dq

t (y−Cx) = Dq
t y−CDq

t x

=Be+BCx+g(y)−CAx

−C f (x)+U . (3)

在滑模变结构控制中,系统从初始状态运动到

不动点的过程可分成两个阶段, 也就是两种模态,

第一阶段是趋近运动,第二阶段是滑动模态. 所以

根据滑模变结构控制的思想,为了使系统得到较好

的滑模运动,首先设计了一个对外界干扰具有较强

的鲁棒性的分数阶滑模面,使系统具有良好的动态

特性;其次根据滑模可到达条件设计了自适应滑模

控制器,该控制器可使系统从空间中的任意一点出

发的轨线都能在有限时间内收敛到滑模面上.

2.2 分数阶滑模面设计

首先,选取滑模面为

si =Dq−1
t ei +

∫ t

0
ei(τ)dτ

(i = 1,2, · · · ,n). (4)

当系统发生滑模运动时,需要满足如下条件:

si =Dq−1
t ei +

∫ t

0
ei(τ)dτ = 0, (5)

ṡi =Dq
t ei + ei = 0. (6)

由上个方程可得

Dq
t ei =−ei (i = 1,2, · · · ,n). (7)

显然, (7)式渐进稳定,那么,随着时间趋近无穷,系

统的误差变量趋于零, 即 lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0, 从而实现

了驱动系统和响应系统的同步.由 (7)式可知,当受

控系统进行滑动运动时, 系统对外部干扰不敏感,

具有很强的鲁棒性.

2.3 控制器设计

定理 1 为了使系统 (1)和 (2)达到同步,设计

如下控制器:

U =U0 −BCx−g(y)+CAx+C f (x), (8)

其中 U0 = [u1,u2, · · · ,un]
T, ui = −µki

n
∑
j=1

∣∣e j
∣∣sgn(si)

(i = 1,2, · · · ,n), µ > 0, ki 的自适应率为 k̇i =

θ
n
∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|(θ 为大于零的常数). 此时, 从任意初

始条件出发的误差系统将在有限时间内达到或趋

近滑模面 s= 0,即始终满足滑模到达条件.
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证明 (3)式中系数矩阵B可以写成

B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...

bn1 bn2 · · · bnn

 ,

则

Be=



n
∑
j=1

b1 je j

n
∑
j=1

b2 je j

...
n
∑
j=1

bn je j


, (9)

此时,误差系统可以改写成
Dq

t e1

Dq
t e2
...

Dq
t en

=



n
∑
j=1

b1 je j −µk1
n
∑
j=1

∣∣e j
∣∣sgn(s1)

n
∑
j=1

b2 je j −µk2
n
∑
j=1

∣∣e j
∣∣sgn(s2)

...
n
∑
j=1

bn je j −µkn
n
∑
j=1

∣∣e j
∣∣sgn(sn)


. (10)

由于 B 是常数矩阵, 那么一定存在一个足够大的

正数 M,满足下式 0 6 ∥B∥=
n
∑

i=1

n
∑
j=1

∣∣bi j
∣∣6 M.

选 取 Lyapunov 函 数 为: V =
1
2

n
∑

i=1
s2

i +

1
2θ

n
∑

i=1
µ(ki − k∗)2,其中 k∗ >

M+1
µ

.

V̇ =
n

∑
i=1

siṡi +
n

∑
i=1

1
θ

µ(ki − k∗)k̇i

=
n

∑
i=1

si(D
q
t ei + ei)+

n

∑
i=1

1
θ

µ(ki − k∗)k̇i

=
n

∑
i=1

si

n

∑
j=1

bi je j−
n

∑
i=1

si ·µki

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣sgn(si)

+
n

∑
i=1

siei +
n

∑
i=1

(
1
θ

µ(ki − k∗)θ

(
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣) |si|

)

6
n

∑
i=1

|si| ·

(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣bi j
∣∣ · ∣∣e j

∣∣)+
n

∑
i=1

|si| ·
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣

−µk∗
n

∑
i=1

n

∑
i=1

∣∣e j
∣∣ |si|

6
n

∑
i=1

|si| ·

(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣bi j
∣∣) ·

(
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣)

+
n

∑
i=1

|si| ·
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣−µk∗

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|

=∥B∥
n

∑
i=1

|si| ·
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣+ n

∑
i=1

|si| ·
n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣

−µk∗
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|

6(M+1)
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|−µk∗

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|

=− (µk∗−M−1)
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣e j
∣∣ |si|6 0. (11)

这表明,从任意初始条件出发的误差系统满足

滑模到达条件,在滑模面 s = 0以外的系统运动点

在有限时间 t 内到达或趋近滑模面 s= 0,从而最终

实现了误差系统 (10)稳定在平衡点,即完成了驱动

系统与响应系统之间的同步.

由上述两个证明可得, 在控制器的作用下, 驱

动系统与响应系统可以达到混沌同步.

3 数值仿真

为了验证所提出的理论的有效性,我们取两个

不同的系统进行数值模拟, 以三维分数阶 Chen混

沌系统和四维分数阶超混沌 Chen系统为例, 对这

两个系统分别进行升维和降维的同步仿真,即分别

讨论 m > n和 m < n的两种情况,其中, m代表驱动

系统的维数, n代表响应系统的维数.

3.1 m > n的情况

分别选取四维分数阶超混沌 Chen系统和三维

分数阶 Chen系统作为驱动系统和响应系统,驱动

系统表达式如下:

Dq
t x=Ax+ f (x)

=


−α α 0 ς

β γ 0 0

0 0 −ζ 0

0 0 0 −r




x1

x2

x3

x4



+


0

−x1x3

x1x2

x2x3

 , (12)

其中,当 α = 35, β = 7, γ = 12, ς = 1, ζ = 3, r = 0.5,

q = 0.9时,系统存在混沌吸引子.
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响应系统表达式如下:

Dq
t y =By+g(y)+U

=


−a a 0

c−a c 0

0 0 −b




y1

y2

y3

+


0

−y1y3

y1y2


+U , (13)

其中,当 a = 35, b = 3, c = 28, q = 0.9时,系统存在

混沌吸引子. U 是所设计的控制器.

选取矩阵 C =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

, 此时, 误差

系统 e= y−Cx可以写成
e1 = y1 − x1

e2 = y2 − x2

e3 = y3 − (x2 + x3)

.

根据定理 1,控制器 U 的表达式如下:

U =


x4 −µk1(|e1|+ |e2|+ |e3|)sgn(s1)

14x1 −16x2 + y1y3 − x1x3 −µk2(|e1|+ |e2|+ |e3|)sgn(s2)

7x1 +15x2 − y1y2 − x1x3 + x1x2 −µk3(|e1|+ |e2|+ |e3|)sgn(s3)

 . (14)

ki 的自适应率表达式如下:
k̇1 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s1|

k̇2 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s2|

k̇3 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s3|

. (15)

状态初始值分别选取为 (0.1,0.5,−5,−5) 和

(2,−5,−3),取阶次 q = 0.9,参数 µ = 0.01, θ = 2,则

驱动系统和响应系统的维数分别是 3.6和 2.7,时间

步长为 h = 0.002,根据定理 1进行数值仿真,仿真

结果如图 1所示.

通过实例仿真可以看出, 在控制器的作用下,

两个系统个状态变量的差值最终达到了渐进稳定,

从而实现了两个不同维异结构系统之间的同步.

3.2 m < n的情况

我们选取三维分数阶 Chen系统作为驱动系统,

四维分数阶 Chen超混沌系统作为响应系统.驱动

系统表达式如下:

Dq
t x=Ax+ f (x)

=


−a a 0

c−a c 0

0 0 −b




x1

x2

x3

+


0

−x1x3

x1x2

 , (16)

其中,当 a = 35, b = 3, c = 28, q = 0.9时,系统处于

混沌状态.

图 1 误差系统状态变量的曲线
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响应系统表达式如下:

Dq
t y =By+g(y)+U

=


−α α 0 ς

β γ 0 0

0 0 −ζ 0

0 0 0 −r




y1

y2

y3

y4

+


0

−y1y3

y1y2

y2y3


+U , (17)

其中,当 α = 35, β = 7, γ = 12, ς = 1, ζ = 3, r = 0.5,

q = 0.9,系统处于混沌状态. U 是所设计的控制器.

选取矩阵 C =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 −1 0

, 此时, 误差系

统 e= y−Cx可以写成

e1 = y1 − x1

e2 = y2 − x2

e3 = y3 − x3

e4 = y4 − (x1 − x2)

.

根据定理 1,控制器 U 的表达式如下:

U =


x2 − x1 −µk1(|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)sgn(s1)

−14x1 +16x2 + y1y3 − x1x3 −µk2(|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)sgn(s2)

−y1y2 + x1x2 −µk3(|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)sgn(s3)

6.5x2 −27.5x1 − y2y3 + x1x3 −µk4(|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)sgn(s4)

 , (18)

ki 的自适应率表达式如下:

k̇1 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s1|

k̇2 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s2|

k̇3 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s3|

k̇4 = θ(|e1|+ |e2|+ · · ·+ |en|) · |s4|

. (19)

状 态 初 试 值 分 别 选 取 为 (0.5,0.5,0.1) 和

(0.5,0.5,−5,0.1), 取阶次 q = 0.9, 参数 µ = 0.01,

θ = 2 时, 则驱动系统和响应系统的维数分别是

2.7和 3.6,时间步长为 h = 0.002,根据定理 1进行

数值仿真,仿真结果如图 2所示.

仿真结果表明两系统从任意初始条件出发,在

控制器的作用下, 同步误差系统渐进稳定, 从而实

现了两个不同维异结构系统之间的同步.另外, 我

们对三维分数阶 Lu系统和四维分数阶 Chen超混

沌系统也进行了升维和降维的同步仿真,仿真结果

也表明这两个不同维异结构系统能够实现同步,表

明该理论的有效性和普遍性.

图 2 误差系统状态变量的曲线
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4 结 论

本文根据自适应滑模控制策略,实现了两个异

结构不同维混沌系统之间的混沌同步控制.为了使

系统得到很好的滑模运动,首先设计了一个对外界

干扰具有较强的鲁棒性的分数阶滑模面,其次根据

滑模可到达条件设计了自适应滑模控制器,该控制

器可使系统从空间中的任意一点出发的轨线都能

在有限时间内收敛到滑模面上. 利用四维超混沌

Chen 系统和三维 Chen 混沌系统为例进行仿真分

析,仿真模拟结果表明,运用本文设计的控制器,经

过短暂的时间,两种不同拓扑结构系统的广义误差

变量始终平稳地趋于零,即证明了这种控制器的可

行性和有效性.
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Abstract
In this paper, based on sliding mode control and adaptive control theory, the synchronization of two different fractional order

chaotic systems is investigated. First, a fractional sliding surface with strong robustness is designed and a suitable adaptive sliding
controller is constructed, then the error states of the systems are controlled to the sliding surface via the method to guarantee the
synchronized behaviors between two fractional chaotic systems. Numerical simulations on the hyper Chen chaotic systems and Chen
chaotic system are also carried out respectively. Simulation results show that the generalized errors tend to zero after a short time, and
the effectiveness and feasibility of this method are well verified.
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