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拉曼型自由电子激光器作为一种兆瓦级高功率毫米波、太赫兹波辐射源,其电子的运动稳定性对整体器件的

性能至关重要.本文采用科尔莫戈罗夫熵方法,以典型的麻省理工学院公布的实验数据为例,比较研究拉曼型正向

导引磁场和反向导引磁场两类自由电子激光器中相对论电子的运动稳定性. 结果表明: 摇摆器绝热压缩磁场对电子

运动的稳定性无实质性影响,但对电子运动影响大;电子束自身场在拉曼型正向导引磁场自由电子激光器中使电子

运动稳定性变差,而在拉曼型反向导引磁场自由电子激光器中则可改善电子运动稳定性.
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1 引 言

与普通激光器不同,自由电子激光器的工作频
率主要由电子束的相对论能量因子 γ 和摇摆器的
空间周期 λw 决定; 因此, 通过控制某些工作参量,
从而改变 γ 和 λw 值, 实现频率连续可调, 原则上
可以覆盖从微波至 γ 射线全波段 [1,2]. 自由电子激
光的研究热点之一,就是利用这一优势向普通高功
率有源器件 (千瓦及以上)难于达到的频谱高、低
两极发展.目前,在频谱的高端即短波长方面, 2009
年美国斯坦福加速器中心 (SLAC)实现世界上第一
台硬 X 射线自由电子激光 (波长 0.15 nm)[3]; 2011
年 2月, 日本同步辐射研究所的 LASER自由电子
激光装置,实验波长缩短到 0.12 nm[4],据 2011年 8
月在上海召开的第 33届国际自由电子激光大会报
道, 2011年 6月该装置受激出光,创造了波长短于
0.1 nm的世界最新记录. 在频谱的低端即长波长方
面,国内外均早已实现兆瓦级毫米波、太赫兹波自
由电子激光 [5−8]. 有关自由电子产生相干短波长及

长波长电磁辐射的研究在不断开展 [9−14].
短波长自由电子激光器采用高能量低密度相

对论电子束, 属于康普顿型, 而长波长自由电子激
光器则采用低能量高密度相对论电子束,属于拉曼
型. 由于拉曼型自由电子激光器使用的电子束的
流密度高、能量低,为防止电子束在输运过程中发
散,需外加与电子束平行的纵向静磁场来引导电子
束输运. 早期通常采用导引磁场的方向与电子纵
向运动同向, 即正向导引磁场. 后来, 美国麻省理
工学院的 Conde和 Bekefi[6] 实验发现,当导引磁场
方向与电子束纵向运动方向相反,所获得的输出功
率和效率比同向情况高得多. Conde-Bekefi实验揭
示了一种新机制,拉曼型自由电子激光器由此分成
正向导引磁场和反向导引磁场两大类,其理论和实
验研究持续至今. 2011年,俄罗斯杜布纳联合核研
究所 (JINR)和俄罗斯科学院应用物理研究所 (IAP)
用反向导引磁场自由电子激光装置, 开展了高功
率射频电磁波对铜质谐振腔表面性能衰退的应用

研究 [15,16].
无论哪种类型的自由电子激光器,由于其激光
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增益所需的能量由相对论电子束的动能转化而来,
因此电子的运动状态及其运动稳定性对器件的效

率和性能至关重要 [1,2]. 影响拉曼型自由电子激光
器中电子运动稳定性的诸因素中, 摇摆器初始段
的绝热压缩磁场以及电子束自身场的作用, 显得
尤为突出. 其中, 绝热压缩磁场关系到电子初始阶
段的运动及电子束的成型, 而高密度低能量束流
的自身场所产生的电场力和磁场力也会影响电子

束的输运.

已有文献对拉曼型自由电子激光器中电子

的运动稳定性进行了不少研究, 其中 Chen 和
Davidson[17,18] 以及 Spindler 和 Renz[19] 数值模拟

发现, 正向导引磁场自由电子激光器中电子束
自身场会导致电子的庞加莱截面图出现混沌;
Zhang 等 [20,21] 则发现, 反向导引磁场自由电子
激光器中电子束自身场能使电子运动的封闭相轨

道变窄,从而电子的速度离散变小. 但是,这些文献
或者针对正向导引磁场类型,或者针对反向导引磁
场类型,缺乏对这两种类型的对比研究.鉴于此,本
文对拉曼型正向导引磁场类和反向导引磁场类自

由电子激光器中平衡态电子的运动稳定性进行比

较研究.本文所得研究结果对认识自由电子激光物
理特性具有一定学术意义,对自由电子激光工程实
践具有一定参考价值.

2 数理模型

研究自由电子激光器中电子运动稳定性,最早
采用并沿用至今的方法是计算电子相轨道的庞加

莱截面图 (Poincaré surface-of-section map)[17−22]. 这
种方法的优点是图像反映稳定性很直观、形象;其
不足之处是当作用在电子的电磁场稍复杂,就不容
易找到恰当的哈密顿函数变换母函数来使正则方

程组约化,特别是考虑摇摆器初始段的绝热压缩磁
场后,就更难找到足够多的初积分使正则方程组约
化 (这也是采用庞加莱截面图方法的论文从来没有
涉及绝热压缩场对电子运动稳定性影响的原因).

科尔莫戈罗夫熵 (Kolmogorov entropy, 又名
metric entropy 或者 Lyapunov exponent, 以下简称
K 熵) 是研究微分方程解的稳定性的常用方法
之一 [23,24]. 具体用到运动的稳定性, 就是通过跟
踪计算初始条件具有微小差别的两条相轨道之间

的距离演化来判断稳定性. 文献 [25]率先采用K熵
方法研究了反向导引磁场自由电子激光器中电子

运动稳定性; 随后, 该方法被应用到康普顿型自放
大自发发射 (SASE)自由电子激光器中电子运动稳
定性的研究 [26], 以及离子通道电磁波摇摆器自由
电子激光器中电子运动稳定性的研究 [27]. 相对于
庞加莱截面图方法, K 熵方法的计算量更大, 但其
长处是无论作用于电子的电磁场多么复杂,都可以
通过数值计算求解其运动稳定性.
相对论自由电子在任意复杂电磁场 E 和B 作

用下的六维相轨道,可从下面通用的六个归一化无
量纲一阶常微分方程组求解 [2,25,26]:
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√
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式中电子速度、矢径、作用于电子的电磁场的归

一化表达式为

x = kwx, y = kwy, z = kwz,

t = ckwt, V = γv/c,

E = |e|E/(m0c2kw), B = |e|B/(m0ckw)

 , (7)

此处物理常数 |e|, m0 和 c 是电子的电量、静

止质量和真空中的光速, 参数 kw = 2π/λw 是

摇摆器的波长 (λw 是摇摆器的空间周期), 因
变量 v 和 γ 是电子的速度及相对论能量因子.
给出电磁场, 便可求解出初始条件具有微小
差别的两条相轨道 (q1,1,q1,2,q1,3,q1,4,q1,5,q1,6) 和

(q2,1,q2,2,q2,3,q2,4,q2,5,q2,6), 从而得到任意时刻这
两条相轨道之间的距离

|d(t)|=

√√√√ 6

∑
j=1

(
q1, j −q2, j

)2
, (8)
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取极限就得到 K熵

k = lim
t→∞

|d0|→0

(
1
t

)
ln
(
|d(t)|
|d0|

)
, (9)

其中 |d0| = |d(t = 0)| 是这两条相轨道之间的初始
距离, 由给出的初始条件决定. 显然, k > 0 表明
所考察的两条相轨道之间的距离比起其初始距离

成指数增加, 运动处于不稳定状态; k < 0 表明所
考察的两条相轨道之间的距离比起其初始距离成

指数减小, 运动处于稳定状态; k = 0 则表明所考
察的两条相轨道之间的距离保持其初始距离值,
运动处于稳定与不稳定的临界状态. 在数值计算
时, 可由恒等式 dt/dz = 1/vz 通过 t 与 z变量互易

把 z 换成自变量. 本文取 |d0| = 10−6 数量级模拟

|d0| → 0,取M = 109模拟 t → ∞(设自由电子激光器
摇摆器有限长度 L = vz0t = Mh, 参数 vz0 是电子束

的平均纵向速度, M 和 h为数值计算的迭代次数和

迭代步长)[25].

本文考虑作用在电子上的电磁场 E 和 B, 包
括纵向导引磁场 B0,三维螺旋摇摆器磁场 Bw,电
子束自身磁场Bs 和电场 Es,其中:

B0 = B0
⌢
e z, (10)

式中
⌢
e z 是纵向单位矢量, B0 是其幅值 (B0 > 0 与

B0 < 0分别代表正向与反向导引磁场). 考虑到测试
电子的运动轨道有可能逸出电子束区域,本文数值
计算较之以前文献中的电子束自身场做了改进,采
用下面分段函数全面反映束内、束外的自身场 [28]:

Es =


−2π |e|nbR⌢

e R R < Rb

−2π|e|nb
R2

b
R

⌢
e R R > Rb

, (11)

Bs =


−2π |e|nb

vz0

c
R⌢
e φ R < Rb

−2π |e|nb
vz0

c
R2

b
R

⌢
e φ R > Rb

, (12)

式中
⌢
e R 和

⌢
e φ 分别是圆柱坐标系的径向和角向单

位矢量,参数 Rb 和 nb 是电子束的平均半径和体密

度.对于三维螺旋摇摆器磁场

Bw =2Bw(z)
[

I0 (kwR)− I1 (kwR)
kwR

]
cos(φ − kwz)⌢e R

−2Bw(z)
I1 (kwR)

kwR
sin(φ − kwz)⌢e φ

+2Bw(z)I1 (kwR)sin(φ − kwz)⌢e z, (13)

本文充分考虑摇摆器绝热压缩段的影响,其振幅函

数为

Bw =

Bw0Fadia(z) 0 6 kwz 6 2πNw

Bw0 2πNw < kwz
, (14)

式中 Fadia(z)是摇摆器磁场在绝热压缩段 0 6 kwz 6
2πNw 内的变化函数, Nw 代表绝热压缩周期数目,
参数 Bw0 是摇摆器的幅值, I0 (kwR) 和 I1 (kwR) 分

别为零阶和一阶变型贝塞尔函数. 本文以 Conde-
Bekefi实验 [6] 为研究对象,故我们用线性拟合方法
具体模拟出了该装置所公布的绝热压缩磁场分布

曲线 (文献 [29]图 4):

Fadia(z) =0.01702514−0.0007826626z

+0.000734124z2 −0.0000004168z3. (15)

在数值计算中, 本文以摇摆器周期的 10−6 量级为

迭代步长,精细模拟电子在摇摆器中的运动状态.

3 摇摆器绝热压缩磁场对运动稳定性
的影响

Conde 和 Bekefi[6] 实验参数为: 摇摆器的长
度 L = 200 cm, 波长 λw = 3.18 cm, 绝热压缩周期
数目 Nw = 6, 电子束的半径 Rb = 0.2540 cm, 相对
论能量因子 γ = 2.4677, 流强 I = 300 A, 正向导
引磁场 B0 = 4060 G (1 G = 10−4 T) 时摇摆器幅值
Bw0 = 630 G.图 1给出有绝热压缩场和无绝热压缩
场这两种情况下, 初始位置为 R0 = 0.125 cm 的测
试电子, 其 k 值随迭代次数的演化曲线. 从图中可
见,在开始阶段,无绝热压缩场的曲线波动较大,但
当迭代次数足够大, 两者差别越来越小, 最后趋向
相同 k值,即 K熵相同.这就表明,在正向导引磁场
情况下,摇摆器绝热压缩场对电子的运动稳定性无
实质影响.

图 1 正向导引磁场 B0 = 4060 G, Bw0 = 630 G,摇摆器绝热压
缩场对电子运动稳定性 K熵的影响 曲线 1代表有绝热压缩
场,曲线 2代表无绝热压缩场
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Conde 和 Bekefi 实验采用反向导引磁场
B0 = −10900 G 时, 所用的摇摆器磁场幅值 Bw0 =

1470 G[6], 相应 K熵的曲线演化如图 2所示. 显而
易见, 在反向导引磁场情况下, 摇摆器绝热压缩场
对电子的运动稳定性也无实质影响.

图 2 反向导引磁场 B0 =−10900 G, Bw0 = 1470 G,摇摆器绝
热压缩场对电子运动稳定性 K熵的影响 曲线 1代表有绝热
压缩场,曲线 2代表无绝热压缩场

应当指出:电子的运动和运动稳定性是不同的
概念,从数学上讲,前者对应运动微分方程的解,后
者对应该解的稳定性. 上面得到的摇摆器绝热压
缩场对电子运动稳定性无实质影响结论,并不意味
着对电子运动无实质影响.以正向导引磁场情况为
例,图 3给出了图 1对应的电子运动轨迹在横平面
的投影,从中可以清楚看到: 比起有绝热压缩场情
况,无绝热压缩场时电子轨迹散布在宽得多的范围,
其瞬时拉莫尔半径要大得多,瞬时导引中心的进动
也更严重. 这是因为:由于没有绝热压缩磁场,电子
进入摇摆器时立刻受到一个较大的洛伦兹力,电子
的横向速度迅即陡增,运动出现严重的涨落; 而有
(15)式所示的绝热压缩磁场时,电子进入摇摆器受
到的洛伦兹力由零逐渐增加,其横向速度平缓加大.
由此可知,摇摆器绝热压缩场对单电子的运动及整
个电子束的成形有实质性影响,它使电子平滑获得
横向运动,有利于电子束成形.

图 3 正向导引磁场 B0 = 4060 G, Bw0 = 630 G,摇摆器绝热压缩场对电子运动的影响 (a)和 (b)分别代表有绝热压缩场和
无绝热压缩场情况下电子轨迹在横平面的投影

4 电子束自身场对运动稳定性的影响

电子束由带负电荷的流动电子组成,因此电子

束会在其内部及外部产生如 (11), (12)式所表达的

自身场,从而置身于自身场中的电子都会受到自身

场产生的电场力和磁场力作用. 拉曼型自由电子激

光器的束流较强,电子束自身场对电子的运动稳定

性有着不可忽略的影响.

图 4 给出对应 Conde 和 Bekefi[6] 的正向导引

磁场实验参数 (B0 = 4060 G, Bw0 = 630 G,有绝热压

缩磁场)条件下, 计入和不计入电子束自身场这两

种情况,初始位置为 R0 = 0.125 cm的测试电子,其

k值随迭代次数的演化曲线.从图中可见,没有自身

场情况下的运动是稳定的 (K熵小于零),有自身场

情况下的运动是不稳定的 (K熵大于零). 这就表明,

电子束自身场会起到破坏拉曼型正向导引磁场自

由电子激光器中电子运动稳定性的负面作用.

但是, 对于拉曼型反向导引磁场自由电子激

光器, 计算结果表明电子束自身场的作用与正向

导引磁场中的情况正好相反.对应 Conde和 Bekefi

的反向导引磁场实验参数 (B0 = −10900 G, Bw0 =

1470 G,有绝热压缩磁场)[6], 图 5给出在计入和不

计入电子束自身场这两种情况下,初始位置为 R0 =

0.125 cm的测试电子,其 k值随迭代次数的演化曲
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线. 从图 5 中可见, 没有自身场情况下的运动是不
稳定的 (K熵大于零),有自身场情况下的运动是稳
定的 (K 熵小于零). 这就表明, 电子束自身场有利
于拉曼型反向导引磁场自由电子激光器中电子运

动稳定性.

图 4 正向导引磁场 B0 = 4060 G, Bw0 = 630 G,电子束自身场
对电子运动稳定性 K熵的影响 曲线 1代表无自身场,曲线 2
代表有自身场

图 5 反向导引磁场 B0 =−10900 G, Bw0 = 1470 G,电子束自
身场对电子运动稳定性 K 熵的影响 曲线 1 代表无自身场,
曲线 2代表有自身场

下面探讨产生上述现象的物理原因.从数学物
理上讲,微分方程解的稳定性是指解对初始条件的
敏感性,为此我们来考察电子进入摇摆器靠近入口
处初期阶段的运动状况. 众所周知, 纵向导引磁场
之所以能防止电子运动轨道发散而产生聚束作用,
是因为它与电子的横向速度共同产生一个洛伦兹

力, 该洛伦兹力使电子在横平面做拉莫尔运动, 把
电子在横平面的运动轨道大致约束在瞬时拉莫尔

圆轨道, 稳定了电子的运动. 如果不考虑电子束自
身场,那么横向初始速度为零的电子从纵向射入摇
摆器后,其横向速度的获得是由摇摆器的横向磁场
与电子的纵向速度共同产生一个横向的洛伦兹力

来提供. 由于摇摆器绝热压缩段的横向磁场由零逐
渐增加到一个恒定幅值 Bw0 (参见 (14), (15)式, 其
中绝热压缩磁场分布函数一些文献 [30] 采用解析

式 Fadia(z) = sin2(kwz/4Nw)), 因此电子在摇摆器入
口附近的横向速度也由零缓变增加. 当考虑电子
束自身场, 情况就大不同了, 会产生一种附加的效
应:电子一进入摇摆器就感受到电子束自身产生的
径向静电场 (参见 (11)式),立刻受到径向电场力作
用而获得一个横向速度 v⊥E ,于是纵向导引磁场 B0

立即与之产生一个横向的洛伦兹力,产生由于自身
场附加的拉莫尔运动,其瞬时拉莫尔半径 RLE 近似

关系为 v⊥E ≈ ωcERLE ∼ |e|B0

γ0m0
RLE ;随后,电子在穿

越摇摆器绝热压缩区过程中横向速度继续增加,获
得增量 ∆v⊥E (> 0), 瞬时拉莫尔半径也对应产生波
动量 ∆RLE ∼ γ0m0

|e|B0
∆v⊥E . 显然,由于正向导引磁场

B0 > 0,故 ∆RLE > 0,自身场附加的横向位移变化越
来越大,起到了削弱电子运动稳定性的作用; 而对
于反向导引磁场 B0 < 0, 则 ∆RLE < 0, 自身场附加
的横向位移变化越来越小,起到了改善电子运动稳
定性的作用.

5 结 论

本文以 Conde和 Bekefi实验数据为例,就摇摆
器绝热压缩场和电子束自身场对拉曼型自由电子

激光器中相对论电子在正向导引磁场和反向导引

磁场两种情况下的运动稳定性做了对比研究.结果
表明: 1)在正向导引磁场和反向导引磁场两种情况
下,摇摆器绝热压缩磁场对电子运动稳定性都无实
质性影响,但对电子运动影响大; 2)电子束自身场
在拉曼型正向导引磁场自由电子激光器中使电子

运动稳定性变差,而在拉曼型反向导引磁场自由电
子激光器中则可改善电子运动稳定性.
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Abstract
In the Raman free-electron laser as a high-power radiation source with megawatt in millimeter and terahertz wave ranges, the

stability of relativistic electron motion is of importance for the performance of the device. By making use of the reported MIT
experimental data and Kolmogorov entropy, comparative study is carried out on the stability of the relativistic electron motion in a
Raman free-electron laser with positive/reversed guide magnetic field. Results show that the wiggler adiabatic field has trivial influence
on the stability of electron motion but substantially affects the electron motion itself in both positive and reversed guide magnetic field
cases; the self-field of the electron beam deteriorates the motion stability in the case of a positive guide magnetic field, but favors the
motion stability in the case of a reversed guide magnetic field.
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