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研究了椭圆响应强非局域非线性介质中的光束传输问题.结果表明: 任意光束在这类介质中传输时均遵守二维

异步分数傅里叶变换的传输规律.基于二维异步分数傅里叶变换这一数学工具,可很方便地对光束的传输进行解析

求解并分析其性质. 利用二维异步分数傅里叶变换的性质,讨论了一般光束的传输性质;分析了孤子和二维异步呼

吸子的形成条件;得出了孤子/呼吸子的相互作用规律.
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1 引 言

十几年前, Snyder与 Mitchell在《Science》杂
志上提出了强非局域非线性物理模型 [1]. 强非局
域非线性介质的主要特征是: 当光束在此介质中传
输时,光束某点所感受到的非线性折射率不仅对该
点的光强有响应, 也对其他位置的光强有响应, 并
且响应的特征宽度远大于光束宽度.正是此特征使
得相应的数学模型可进行线性化处理,得到线性化
的方程. 此方程使得解析求解光束的传输问题得到
了简化, 掀起了新一轮非线性光传输问题 (特别是
孤子问题)的研究热潮.强非局域非线性介质的响
应函数有两类, 其一是圆对称的响应函数, 其二是
椭圆对称的响应函数. 由于圆对称情形下方程的求
解相对简单, 得到了较多的研究. 在过去十几年里
已经求得了许多孤子结构的解析解 [2−17], 如涡旋
孤子 [3]、多极孤子 [4]、旋转孤子 [7,8]、椭圆孤子等
[13], 并且其中一些结构已得到了实验验证 [18−21].
对于椭圆响应的强非局域介质中的光传输研究则

相对较少,就我们所知,只有文献 [22, 23]中分别报
道过此条件下的基模椭圆高斯孤子的理论和实验

结果.
本文致力于求得椭圆响应的强非局域介质中

的光束传输一般规律,由传输方程的本征稳态解着
手,证明任意光束在椭圆响应非局域非线性介质中
传输时均遵守二维异步分数傅里叶变换的传输规

律.而分数傅里叶变换是一个成熟且应用普遍的数
学工具,我们将在此基础上讨论一般光束的传输性
质, 分析孤子和二维异步呼吸子的形成条件, 并得
出孤子/呼吸子的相互作用规律.

2 椭圆响应强非局域非线性介质中的
二维异步分数傅里叶变换效应

对于复振幅为 A的光束在椭圆响应强非局域

非线性介质中传输,可用非局域非线性薛定谔方程
描述 [1,13,22]:

2ikn0∂zA+n0(∂xx +∂yy)A+2k2∆nA = 0, (1)

其中 k为波数, n0 为线性折射率,

∆n = n2

∫∫
R(x− x′,y− y′)|A(x′,y′)|2dx′dy′ (2)

为非局域非线性导致的折射率, n2 为非线性系数, R
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为介质的响应函数. 对于强非局域非线性介质, 响
应函数比激光的特征宽度大得多, 因此将 ∆n展开

到 x, y的二阶项,可将方程 (1)线性化为

2ik∂zA+(∂xx +∂yy)A− (γ2
x x2 + γ2

y y2)k2P0A = 0, (3)

其中

γx =

√
−n2R(2,0)(0,0)/n0,

γy =

√
−n2R(0,2)(0,0)/n0,

P0 =
∫
|A|2d2r为光功率.
由 (3)式可知,在椭圆强非局域非线性介质中,

形成了曲率与激光功率成正比的波导. 并且由于 x

和 y方向的非线性响应不同,导致两个方向折射率
曲率的不同,进而导致了对光束约束能力的差异.
为研究椭圆强非局域非线性介质中光束传输

的规律,先求方程 (3)的本征解. 假设方程的本征解
为

A(mn) = A(m)
x (x,z)A(n)

y (y,z), (4)

则通过分离变量可得 A(m)
x (x,z)和 A(n)

y (y,z)各自的

方程

2ik∂zA
(m)
x +∂xxA(m)

x − γ2
x x2k2P0A(m)

x = 0, (5)

2ik∂zA
(n)
y +∂yyA(n)

y − γ2
y y2k2P0A(n)

y = 0. (6)

进而设本征解具有形式

A(m)
x (x,z) = a(m)

x (x)exp(−iβ (m)
x z), (7)

A(n)
y (y,z) = a(n)y (y)exp(−iβ (n)

y z), (8)

则方程 (5)和 (6)可分别简化为

∂xxa(m)
x +(2β (m)k− k2γ2

x P0x2)a(m)
x = 0, (9)

∂yya(n)y +(2β (n)k− k2γ2
y P0y2)a(n)y = 0. (10)

以上两式具有形式一致性. 借鉴量子力学中的谐振
子本征态求解方法 (此处不赘述),可得上两式的分
立本征解为

a(m)
x = c(m)Hm

(
x

w(x)
c

)
e
−
(

x
√

2w(x)c

)2

,

β (m)
x =

(
m+

1
2

)
β (x)

0 , (11)

a(n)y = c(n)Hn

(
y

w(y)
c

)
e
−
(

y2
√

2w(y)c

)2

,

β (n)
y =

(
n+

1
2

)
β (y)

0 , (12)

上式中, m, n = 0, 1, 2, · · · 为 x, y 方向本征解的

阶数, c(m), c(n) 为满足
∫
|A(mn)|2d2r = P0 的常系数,

w(x)
c = (k2γ2

x P0)
−1/4 和 w(y)

c = (k2γ2
y P0)

−1/4 分别为 x

和 y方向的临界束宽, Hm(·)为厄米多项式, β (x)
0 =

√
P0γx = 1/k(w(x)

c )2, β (y)
0 =

√
P0γy = 1/k(w(y)

c )2.

在数学上,函数 A(m)
x (x,z)和 A(n)

y (y,z)同时也是

分数傅里叶变换

F
(α)
wc {g(x1)}(x2)

=

{
exp[i(α −π/2)]

2πw2
c sinα

}1/2

exp
( ix2

2
2w2

c tanα

)
×
∫

exp
(

ix2
1

2w2
c tanα

− ix1x2

w2
c sinα

)
g(x1)dx1, (13)

的本征函数,即

F
(αx)

w(x)
c

{A(m)
x (x1)}= A(m)

x (x2)e−imαx , (14)

F
(αy)

w(y)
c

{A(n)
y (y1)}= A(n)

y (y2)e−inαy , (15)

其中

αx = β (x)
0 z =

√
P0γxz, (16)

αy = β (y)
0 z =

√
P0γyz (17)

表示两个方向上分数傅里叶变换的阶数, w(x)
c 和

w(y)
c 为两个方向上分数傅里叶变换的变换核.

实际上, 由于厄米高斯函数在数学上的

正交完备性, 任意二维输入函数均可分解为

二维厄米高斯函数的线性叠加, 即 A(x,y,0) =

∑m,n cmnA(m)
x (x,0)A(n)

y (y,0),其中 cmn为权重系数. 由

于方程 (3)和分数傅里叶变换是线性的, 故任意光

束在椭圆强非局域非线性介质中的传输均可用分

数傅里叶变换来表示:

A(x,y,z) =F
(αx)

w(x)
c

{
F

(αy)

w(y)
c

{A(x,y,0)}
}

× exp
(
−i

αx +αy

2

)
. (18)

从 (18)式中可看出,当光束传输某一距离 z时, 可

看作是光束在 x和 y两个方向上做异步分数傅里叶

变换 (即两个方向上的阶数以及变换核不同).正是

由于这个特点,导致光束传输过程中出现有趣的现

象,下面我们将基于二维异步分数傅里叶变换来讨

论光束的传输性质.
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3 基于二维异步分数傅里叶变换的光
束传输特性分析

3.1 一般光束的传输特性

由方程 (18)知,任意光束在椭圆响应强非局域
非线性介质中传输时均遵守二维异步分数傅里叶

变换的传输规律.其机制如下: 由于非局域非线性
效应,导致介质中形成折射率分布曲率与功率成正
比的平方率非线性波导,使光束传输过程中在两个
方向上都感受到分数傅里叶变换效应.由于在 x和

y方向上的非线性响应系数不同,导致波导在两个
方向的折射率曲率不同;传输某一距离时, 光束在
这两个方向上感受到的分数傅里叶变换阶数和变

换核都不相同,从而形成二维异步分数傅里叶变换
效应. 对于既定的椭圆非局域非线性介质, 光束传
输的阶数不但与距离有关, 而且和功率有关, 因此
输出面的光场分布可用功率进行调节.
分数傅里叶变换的重要特征是随着变换阶数

的增加能将信号在实域和谱域间连续地变换;具有
周期性 (周期 ∆α = 2π),且后半个周期是前半个周
期的反转;在 α = (2n+1/2)π时,退化为输入场的
标准傅里叶变换,即

Φ(x2,z) =
1√

2πwc

∫
Φ(x1,0)

× exp
(
− ix1x2

w2
c

)
dx1. (19)

对于二维同步分数傅里叶变换,其二维光斑的图样
演化同样遵循上述规律.
但对于二维异步的分数傅里叶变换而言,由于

在两个维度上的变换阶数不同步,其演化规律与二
维同步分数傅里叶变换有显著的不同.首先在演化
的周期性方面,只有 x和 y方向的变换阶数可以分

别同时达到 2mπ和 2nπ (m ̸= n)时,才具有二维整
体周期性,否则光斑在二维整体看来将不具备周期
性. 因此, 在椭圆响应非局域非线性介质中的光束
传输具有周期性的条件是 x和 y方向的非线性响应

系数之比为有理数,即
γx

γy
=

m
n

(其中 m,n互质). (20)

其次,即使对于满足周期性条件的椭圆响应强非局
域非线性介质,在一个周期内光束传输的规律也和
具有二维同步分数傅里叶变换的圆型响应强非局

域非线性介质情形明显不同 (例如：当 γx/γy = 2/1

时,在 1/4周期处的光斑为输入场在 y方向的傅里

叶变换关于 y轴的镜像,而不是二维标准傅里叶变
换).

3.2 孤子与呼吸子

由于二维椭圆厄米高斯函数是椭圆响应强非

局域非线性薛定谔方程的本征解,因此当 x, y方向

上的光强分布为厄米高斯分布,即

A =cmnHm

(
x

w(x)
0

)
Hn

(
y

w(y)
0

)

× exp
[
−
(

x
√

2w(x)
0

)2

−
(

y
√

2w(y)
0

)2]
, (21)

且束宽参数 w(x)
0 = w(x)

c = (k2γ2
x P0)

−1/4, w(y)
0 = w(y)

c =

(k2γ2
y P0)

−1/4 时, 光束在两个方向上的自由衍射和
非线性波导聚焦效应刚好可以维持平衡. 在传输过
程中光束将保持形状和大小不变,只有相位随着传
输距离的线性变化,即形成孤子传输 (图 1第 1行).
这类孤子是本征孤子解. 孤子在 x, y方向的二阶矩

宽度分别为
√

2m+1w(x)
0 和

√
2n+1w(y)

0 . 由于椭圆
非局域效应,即使两个方向上的厄米函数阶数是相
同的,其二阶矩束宽也不同.
另外, 由方程 (3) 知, 非线性波导的折射率

分布曲率由输入光功率决定, 因此在同样输入
功率条件下, 可由本征孤子进行组合而得到新
的光孤子. 若将本征孤子解叠加, 且满足: 1) 输
入功率以及由此导致的非线性折射率波导与

本征孤子传输时保持一致; 2) 在传输过程中各
本征孤子间的相位差保持“锁定”状态, 则其
叠加的解也将在传输过程中保持形状大小的恒

定, 即形成新的孤子. 例如两个本征孤子的叠
加 A = c1A(m1)

x (x,z)A(n1)
y (y,z)+c2A(m2)

x (x,z)A(n2)
y (y,z)

要满足形成新孤子的条件为: 1)
∫
|A|2d2r = P0; 2)

(m1 + 1/2)β (x)
0 + (n1 + 1/2)β (y)

0 = (m2 + 1/2)β (x)
0 +

(n2 +1/2)β (y)
0 ,即

m1 −m2

n2 −n1
=

γy

γx
. (22)

因此 γx/γy 为有理数是形成此类孤子的必要非充分

条件.由于这类孤子可以在上述条件下由本征孤子
组合而来,我们称之为积木型孤子.
若本征/积木型孤子满足束宽比和相位锁

定, 但宽度与临界宽度不相匹配, 即 w(x)
0 ̸= w(x)

c ,
w(y)

0 ̸= w(y)
c , 则衍射效应和自聚焦效应将不能平衡.

具体而言, 当输入束宽大于 (小于)临界束宽时, 输
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入位置处光束自聚焦效应将强 (弱)于衍射效应,光
束将首先汇聚 (发散);当汇聚 (发散)到一定程度后,
光束自聚焦效应将弱 (强)于衍射效应,光束会发生
发散 (汇聚);当发散 (汇聚)之后,又将再次汇聚 (发
散);如此循环下去,光束束宽发生周期性变化,形成

二维异步的本征/积木型呼吸子 (图 1第 2, 3行).
二维异步呼吸子的演化过程同样遵循分数傅

里叶变换规律. 如对于二维异步本征呼吸子, 对输
入场做二维异步分数傅里叶变换可得表达式

图 1 椭圆响应强非局域非线性介质 (γx/γy = 1/3)中的 (2, 2)模厄米高斯本征孤子 (第 1行)和二维异步呼吸子 (第 2, 3行)
的传输性质 第 1行, w(x)

0 = w(x)
c , w(y)

0 = w(y)
c ;第 2行, w(x)

0 = 2w(x)
c , w(y)

0 = 2w(y)
c ;第 3行, w(x)

0 = w(x)
c /2, w(y)

0 = w(y)
c /2

A =cmnHm

(
x

w(x)
z

)
Hn

( y

w(y)
z

)
× exp

[
−
(

x
√

2w(x)
z

)2

−

(
y

√
2w(y)

z

)2 ]
× exp

(
ikx2

2Rx
+

iky2

2Ry
− iψ

)
, (23)

其中

w(x)
z =

√√√√[(w(x)
c )2

w(x)
0

sin(αx)

]2

+
[
w(x)

0 cos(αx)
]2
,

w(y)
z =

√√√√[(w(y)
c )2

w(y)
0

sin(αy)

]2

+
[
w(y)

0 cos(αy)
]2
,

Rx =

k
(

w(x)
c

)2
[(

w(x)
0

)4
cot(αx)+

(
w(x)

c

)4
tan(αx)

]
(

w(x)
c

)4
−
(

w(x)
0

)4 ,

Ry =

k
(

w(y)
c

)2
[(

w(y)
0

)4
cot(αy)+

(
w(y)

c

)4
tan(αy)

]
(

w(y)
c

)4
−
(

w(y)
0

)4 ,

ψ =arctan

(w(x)
c

w(x)
0

)2

tan(αx)


+ arctan

(w(y)
c

w(y)
0

)2

tan(αy)

 . (24)

积木型的二维异步呼吸子同理,不赘述.

由 (24)式中的参数知,二维异步呼吸子的分数
傅里叶变换后半个周期和前半个周期具有相同的

演化过程; x和 y方向的呼吸周期也就相应地变为

分数傅里叶变换周期的一半,即 ∆αx = π, ∆αy = π.

对于传统圆形响应强非局域非线性介质中的

同步呼吸子而言, 在两个维度上的呼吸是同步的,
因此呼吸子的形状在传输过程中保持不变,只改变
大小 [15]. 但对于此处的二维异步呼吸子而言有显
著不同:由于在 x和 y方向上有不同的呼吸周期,导
致光束在 x 和 y 方向交替变扁. 并且, 只有当满足
(20) 式中的条件才可在二维整体周期处恢复输入
时的形状和大小,否则光束将不能演化成与输入面
一致的光斑分布.

另外, 为衡量呼吸子呼吸效应的强弱, 定义呼
吸强度系数为

Λx =
w(x)

z |max

w(x)
z |min

, Λy =
w(y)

z |max

w(y)
z |min

. (25)

由 (24)式可得,当束宽大于 (小于)临界束宽时,入
射位置处在 x 和 y方向的束宽为最大 (最小)束宽
w(x)

0 , w(y)
0 ,而在半个呼吸周期处 (α =π/2)束宽为最

小 (最大)束宽 (w(x)
c )2/w(x)

0 , (w(y)
c )2/w(y)

0 . 因此,当输
入束宽为 w(x)

0 , w(y)
0 或 (w(x)

c )2/w(x)
0 , (w(y)

c )2/w(y)
0 时,

有同样大小的呼吸强度.这实际上可用分数傅里叶
变换的性质来解释,最小束宽处和最大束宽处刚好
相差 π/2的阶数,故此两处的光场互为传统傅里叶
变换;对于厄米高斯函数而言, x和 y方向变换前后
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的束宽因子乘积刚好分别等于 (w(x)
c )2和 (w(y)

c )2,因
此呼吸强度相同.

3.3 孤子/呼吸子的相互作用

在椭圆响应强非局域非线性介质中,若输入面
光场空间分布为相互作用的多个孤子/呼吸子,则在
数学上可表述为

A =∑
p

A′
p = ∑

p
Ap(x− s(x)0 ,y− s(y)0 ,0)

× exp
[
i(h(x)0 (x− s(x)0 )+h(y)0 (y− s(y)0 ))

]
, (26)

其中 Ap(x,y,0)表示第 p个相互作用的孤子/呼吸子
的输入光场, s(x)0 和 s(y)0 分别表示其在 x, y方向偏离
非线性波导中心轴的距离, h(x)0 和 h(y)0 分别代表 x, y
方向的倾斜.
在传输过程中各孤子/呼吸子将表现出两方面

的演化特征,其一是孤子/呼吸子本身呼吸特性的演
化;其二是轨迹的相互影响.呼吸特性的演化可由

Ap(x,y,z) =F
(α(t)

x )

w(x)
t

{
F

(α(t)
y )

w(y)
t

{
Ap(x,y,0)

}}
× exp

(
−i

αx +αy

2

)
(27)

得到, 上式中 w(x)
t 和 w(y)

t 为所有相互作用光束的

总功率导致的临界束宽, α(t)
x 和 α(t)

y 为对应的分数

傅里叶变换阶数. 由 (27) 式知, 孤子/呼吸子相互
作用时,呼吸效应的变化主要取决于总功率对分数
傅里叶变换的变换核以及变换阶数的影响;当满足
w(x)

0 = w(x)
t , w(y)

0 = w(y)
t 时为椭圆孤子形式, 而当此

条件不满足时则为二维异步呼吸子, 其机制在 3.2
节中已讨论,不再赘述. 本小节主要讨论轨迹的相
互影响.
孤子/呼吸子相互作用下轨迹的规律可通过对

(26)式作分数傅里叶变换而得到. 由 (27)式并应用
分数傅里叶变换的平移定理和指数定理,可得

A′
p(x,y,z)

=F
(α(t)

x )

w(x)
t

{
F

(α(t)
y )

w(y)
t

{
A′

p(x,y,0)
}}

× exp
(
−i

αx +αy

2

)
=Ap

(
x− s(x)z ,y− s(y)z ,z

)
exp
[

i
(
h(x)z (x− s(x)z )

+h(y)z (y− s(y)z )−φ(z)
)]
, (28)

其中

s(x)z =

√
(s(x)0 )2 +(w(x)

t )
4
(h(x)0 )2 cos

(
δx −α(t)

x

)
,

s(y)z =

√
(s(y)0 )2 +(w(y)

t )
4
(h(y)0 )2 cos

(
δy −α(t)

y

)
,

h(x)z =

√
(s(x)0 )2 +(w(x)

t )
4
(h(x)0 )2

(w(x)
t )

2 cos
(

δx −α(t)
x − π

2

)
,

h(y)z =

√
(s(y)0 )2 +(w(y)

t )
4
(h(y)0 )2

(w(y)
t )

2 cos
(

δy −α(t)
y − π

2

)
,

ψ =
(

s(x)0 h(x)0 + s(y)0 h(y)0

)
sin2 (α)

+
1
4

[(
s(x)0

w(y)
t

)2

+

(
s(y)0

w(y)
t

)2

−
(

w(x)
t h(x)0

)2

−
(

w(y)
t h(y)0

)2
]

sin(2α) , (29)

δx 满足 cos(δx) = s(x)0 /[(s(x)0 )2 + (w(x)
t )

4
(h(x)0 )2]1/2,

sin(δx) = (w(x)
t )

2
(h(x)0 )/[(s(x)0 )2 +(w(x)

t )
4
(h(x)0 )2]1/2; δy

亦同理.
由 (29)式知,各相互作用孤子/呼吸子在 x和 y

方向的轨迹和倾斜因子均做余弦形式的演变,且轨
迹和倾斜量的变化相位相差 π/2,即其一达到最大
值时, 另一个量达到最小值, 并且两者满足转换关
系 s(x)z |max = (w(x)

t )2h(x)z |max, s(y)z |max = (w(y)
t )2h(y)z |max.

这类似于二维谐振子分别在 x和 y方向的动能和势
能转换.但需注意的是两个方向上的转换周期是不
同的.
轨迹在 x和 y两个方向上有各自的振荡强度、

初始相位和演化周期.从 (29)式可知, 振荡强度和
初始相位由各自的初始离轴量和初始倾斜量共同

决定. 这两个正交方向的异步余弦振荡在 xy平面
内的投影构成了李萨如图形. 初始离轴量和初始倾
斜量的变化会影响两个方向的振荡强度比和初始

相位差, 进而形成丰富多彩的轨迹演化图形. 图 2
中显示了几种轨迹图形,读者可结合 (29)式并参阅
李萨如图形的相关资料得出更多的轨迹图形.

4 结 论

在椭圆强非局域非线性介质中,形成了曲率与
激光功率成正比的非线性二次折射率波导. 由于 x
和 y方向的非线性响应不同,导致两个方向折射率
曲率的不同, 进而导致了对光束约束能力的差异.
任意光束在椭圆响应非局域非线性介质中传输时

均遵守二维异步分数傅里叶变换的传输规律.基于
二维异步分数傅里叶变换的性质,可很方便地对光
束 (包括孤子、呼吸子及其相互作用)的传输进行
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解析求解并分析其性质. 由于在两个维度上的变换
阶数不同步,光束传输时只有当 x和 y方向的非线
性响应系数之比为有理数时才具有二维整体周期

性, 并且即使是周期性演变, 在一个周期内的演化
过程也迥异于二维同步傅里叶变换.若输入光束为
椭圆厄米高斯光束且在 x 和 y 两个方向的束宽参
量与临界束宽参量一致,光束在两个方向上的自由
衍射和非线性波导聚焦效应刚好可以维持平衡,从
而形成本征孤子. 若将本征孤子解叠加,且满足: 1)
输入功率以及由此导致的非线性折射率波导与本

征孤子传输时保持一致; 2)在传输过程中各本征孤

子间的相位差保持“锁定”状态,则其叠加的解也

将在传输过程中保持形状大小的恒定,即形成新的

积木型孤子. 如果本征/积木型孤子的输入束宽参

量与临界束宽参量不一致,光束束宽将发生周期性

变化,形成二维异步的本征/积木型呼吸子. 由于在

x和 y方向上有不同的呼吸周期,导致光束在 x和 y

方向交替变扁,这与只改变大小不改变形状的常规

呼吸子显著不同.

图 2 不同参数条件下椭圆响应强非局域介质中孤子/呼吸子相互作用时的轨迹演化在 xy平面的投影 (a) γx/γy = 2/3, s(x)0 = w(x)
t ,

s(y)0 = w(y)
t , h(x)

0 = s(x)0 /(w(x)
t )2, h(y)

0 = s(y)0 /(w(y)
t )2; (b) γx/γy = 2/3, s(x)0 = w(x)

t , s(y)0 = w(y)
t , h(x)

0 = 0, h(y)
0 = s(y)0 /(w(y)

t )2; (c) γx/γy = 2/3,
s(x)0 = w(x)

t , s(y)0 = w(y)
t , h(x)

0 = 0, h(y)
0 = 0; (d) γx/γy = 2/1, s(x)0 = w(x)

t , s(y)0 = w(y)
t , h(x)

0 = 0, h(y)
0 = s(y)0 /(w(y)

t )2

在孤子/呼吸子相互作用的过程中, 各孤子/呼
吸子的轨迹演化规律可通过对输入场作分数傅里

叶变换并应用分数傅里叶变换的平移定理和指数

定理而得到. 结果表明, 轨迹在 x和 y两个方向上
有各自的振荡强度、初始相位和演化周期;振荡强
度和初始相位由各自的初始离轴量和初始倾斜量

共同决定, 演化周期则由介质本身决定. 这两个正
交方向的异步余弦振荡在 xy平面内的投影构成了

李萨如图形. 随着初始离轴量和初始倾斜量的变化
会影响两个方向的振荡强度比和初始相位差,进而
形成丰富多彩的轨迹演化图形.
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Abstract
Propagation of beams in strongly nonlocal nonlinear medium with an elliptically symmetric response is investigated. The result

shows that the propagation of beams in this type of medium can be regarded as two-dimensional asynchronous fractional Fourier
transform. With this powerful mathematical tool, the analytical solution and the propagation properties of beams can be conveniently
obtained. Based on the properties of the two-dimensional asynchronous fractional Fourier transform, the general propagation properties
of beams are discussed, the formation conditions of solitons and two-dimensional asynchronous breathers are analyzed, and the law
for interaction among solitons and/or breathers is obtained.
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