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粒子在锥形管中运动的晶格玻尔兹曼方法研究*
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运用晶格玻尔兹曼方法对单个悬浮粒子在锥形管中的运动进行了数值计算,给出了锥形管流体的速度分布和

压力分布等. 粒子所受的流体作用力分别用动量交换法、改进的动量交换法和压力张量积分法进行计算.分析了在

不同初始位置释放的粒子的运动轨迹和速度变化情况,结果表明压力张量积分法和改进的动量交换法的计算结果

一致,而没有改进的动量交换法的计算结果和前两者略有不同.
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1 引 言

微小粒子悬浮运动现象广泛存在于自然界和

工业生产中, 如花粉粒子的输运与传播、血管中

红细胞随血浆的运动、废水中带粒流的分离与处

理等. 了解悬浮体的运动规律对于改善生态系统

的循环、了解血液流变的奥秘、提高化学工业的

生产效率有重要的意义.晶格玻尔兹曼方法 (lattice

Boltzmann method, LBM)是在格子气 (lattice gas)模

型的基础上发展起来的一种新的探索复杂系统的

数值计算方法和模拟方法. LBM已成为目前流体

系统的研究中最有发展前景的方法之一,被广泛用

于研究各种复杂流体的运动 [1−4],以及流体与粒子

的相互作用 [5−7]. 由于 LBM中流体格点间的相互

作用是局域的,特别适合动边界和变形边界问题的

研究,而血液流系统是有代表性的边界特别复杂的

生物系统. 近几十年来, 在国内外见之于公开文献

的有关血管流动的文章越来越多 [8,9], 既有理论的

解析解, 也有数值模拟解, 但大多数学者都是把血

管当作等截面的圆直管来进行研究.实际上动脉血

管并不是等截面的, 而是渐缩的. 血管这一逐渐缩

窄形成的锥度角 (也称半顶角)大约是 1.0◦,但并不

可以忽略它的影响, 这就是所谓锥度角效应. 有必

要对有锥度的血管的流动进行深入的研究 [10,11].

本文主要基于 LBM, 建立了以黏性不可压缩

牛顿流体在轴对称二维非弹性锥形管的流动模型,

以单个刚性粒子在锥形管中的运动来模拟血液在

小血管中的运动 (这里红细胞是不可形变的粒子),

获得了流体的速度分布和压力分布等. 流体对粒子

边界的作用力分别采用动量交换法 [12]、压力张量

积分法 [13]和改进的动量交换法 [14]来计算,分析并

比较了三种方法在不同初始位置释放的粒子的轨

迹和速度变化情况.

2 D2Q9 LBM

为简单起见, 我们采用二维九速四方格子

(D2Q9) 的 LBM 模型来计算粒子在锥形管中的

运动.流体格点上分布函数的演化方程为 [15]

fi(x+eiδ t, t +δ t)− fi(x, t) =−1
τ
( fi − f (eq)

i ), (1)

其中 fi(x, t)是 t 时刻, x位置,粒子具有微观速度

ei 的分布函数, ei 代表微观速度, δ t 代表时间步长,

τ 代表弛豫时间,在本文的模拟中取 τ = 0.6. 弛豫

时间与无量纲的流体运动学黏滞系数之间的关系
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满足

υ =
2τ −1

6
. (2)

局域平衡分布函数 f (eq)
i 由下式计算 [16]:

f (eq)
i =ραi

[
1+3(ei ·u)+

9
2
(ei ·u)2 − 3

2
u2

]
(i = 0,1,2, · · · ,8), (3)

式中 α0 = 4/9, α1 = α2 = α3 = α4 = 1/9, α5 = α6 =

α7 = α8 = 1/36; u是宏观流速; ρ 是格点上的流体
密度,它们满足动量守恒定律和质量守恒定律:

ρ =∑
i

fi,

ρu=∑
i
ei fi = ∑

i
ei f (eq)

i . (4)

3 模型及流体对粒子作用力的计算方
法

3.1 模型的建立

用图 1 所示的二维锥形管道模拟有锥度的血

管, 两条斜线代表管壁. 锥形管入口和出口宽度比

为 3 : 1,模拟在 2001×91的网格区域内进行. 如图

1所示建立直角坐标系, x轴为流体流动方向, y轴

为管子径向, 原点取在入口的中心位置. 可以求出

管道高度 H 随轴线方向的变化规律为

H = 90−0.03x. (5)

图 1 锥形管模型结构示意图

由于要研究流体在压力差的驱动下的流动,所

以管道出入口采用 Zou 和 He[17] 基于非平衡态反

弹概念提出的压力边界条件.流体压强 p与流体密

度 ρ 之间的关系满足

p =
1
3

ρ. (6)

流体的平均密度 ρ = 1.0, 入口密度取 ρ1 =

1.00315, 出口密度取 ρ2 = 0.99685. 产生的压力梯

度为
∆p
∆x

=
1
3
(ρ1 −ρ2)

∆x
= 1.05×10−6.

粒子密度和流体平均密度一样, 粒子格子半径为

6.5, 物理半径为 0.05 cm. 流体的动力学黏滞系数

µ = 0.01 cm2/s,压力差为 0.0041 Pa.

3.2 动量交换法和压力张量积分法

LBM中计算流体对粒子边界作用力的方法主

要有动量交换法和压力张量积分法. Ladd [18] 最早

提出用边界获得的净动量来计算流体对边界的作

用力. 动量交换法用下式计算固体边界所受到的流

体总的作用力:

Ft =∑F (xb)

=∑ei
(
f̃i(xf, t)+ f̃ī(xb, t)

)
, (7)

其中 xf 是流体格点, xb 是粒子内固体格点, f̃i 是沿

ei 方向流向粒子边界的碰后分布函数, f̃ī 是由曲线

边界条件 [19] 计算得到沿 ei 反方向从粒子边界流

出的分布函数. 粒子边界所受到流体的合力矩也是

计算所有边界得到的流体作用的力矩之和,即

Tt =∑(xb −x0)×F (xb)

=∑(xb −x0)×ei
(

f̃i(xf, t)+ f̃ī(xb, t)
)
, (8)

其中 x0 是参考点的坐标,一般取质量中心.

2000 年, Inamuro 等 [20] 提出的压力张量积分

法中边界所受到的力和力矩分别由以下两式计算

F =
∫

s
[p̂−ρu(u−us)] · ds, (9)

T =
∫

s
r×{[p̂−ρu(u−us)] · ds} , (10)

其中, us 是边界速度, ds是粒子边界面积元矢量, r

是从参考点指向 ds的矢量, p̂为流体内的压力张

量,它与流体压强 p之间的关系为

pαβ =− 1
2τ

Pδαβ −
(

τ −1/2
τ

)
×∑

i
(eiα −uα)

(
eiβ −uβ

)
fi, (11)

fi 为离边界点最近的流体格点上的分布函数. Li

等 [21] 把压力张量积分法应用于曲线边界. 粒子的
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运动和转动用半步蛙跳法计算 [22]. 由于粒子的运

动,新出现的流体点分布函数由外推法计算.

图 2 改进的动量交换法

3.3 改进的动量交换法

传统的动量交换法简单但计算结果有比较大

的偏差. 压力张量积分法比起动量交换法要复杂得

多,但能够正确反映 Segré-Silberberg效应而动量交

换法却不能 [3]. 2012年 1月, Wen等 [14] 基于动量

交换法提出一种新的计算流体对边界作用力的方

法—–改进的动量交换法. 对于运动的边界, 如图

2(a) 所示, 当粒子边界从虚线运动到实线时, 流体

格点 a1 将被粒子覆盖而变成固体格点. 相反,如图

2(b) 所示, 当粒子边界从虚线运动到实线时, 固体

格点 a2 将从粒子中释放后变成流体格点, 也即粒

子的运动会引起流体格点和固体格点的相互转化,

因此会带来粒子动量的变化.

对于图 2(a) 的情况, 格点 a1 引起粒子动量增

加,由其产生的力是:

F (xc) = ∑
i
ei f̃i (xc, t) ,

其中 xc 表示由流体变为固体的格点. 对于图 2(b)

的情况,格点 a2引起粒子动量减小,由格点 a2产生

的力是:

F (xc) =−∑
i
ei f̃i (xc, t) ,

其中 xc 表示由固体变为流体的格点. 改进的动量

交换法就是把因格点状态转化引起的动量变化加

到传统动量交换法的结果里. 故流体对固体边界总

的作用力和力矩分别为

Fp =∑F (xb)+∑F (xc) , (12)

Tp =∑(xb −x0)×F (xb)

+∑(xc −x0)×F (xc) . (13)

4 模拟结果及讨论

4.1 锥形管中纯流体的模拟结果

在 Poiseuille 流模型中, 流速分布为抛物线

形 [23]:

u =− 1
2ρυ

dp
dx

(
b2 − y2) , (14)

其中 2b为管道高度,
d p
dx
为压力梯度.最大流速出

现在两板中心 (y = 0)处

umax =− b2

2ρυ
dp
dx

, (15)

平均流速

V =
2
3

umax =− b2

3ρυ
dp
dx

=
q

2b
, (16)

其中 q为单位高度管内流量.
如果把锥形管看作是由多个管道高度逐渐减

小的泊松管的合成,那么 (14)—(16)式在锥形管中

仍然近似成立,只需将公式中的 b换作 45−0.015x.

流量 q由模拟得到. 故由 (16)式得到
d p
dx

=− 3qρυ
2(45−0.015x)3 , (17)

流场中心线流速

umax =
3q

4(45−0.015x)
, (18)

代入数据求得

umax =
0.2304

45−0.015x
. (19)

由 (17)式积分可知密度 ρ 的形式为

− A

(45−0.015x)2 +B = ρ,

其中 A, B为待测系数. 边界条件满足x = 0, ρ = 1.00315

x = 2000, ρ = 0.99685
,

故求得沿轴线方向密度分布为

ρ =− 1.59469

(45−0.015x)2 +1.00394. (20)

由上式可知管道压力与管道高度的平方成反比,与

文献 [9]中的弹性长管的压力与管道高度成线性不

同.另外,弹性管的管壁可以变形,这里的锥形管的

管壁不可以变形,二者流场是不一样的.
流体的雷诺数定义为 Re =UL/ν ,其中U 为管

道中部 (x = 1000)沿水平方向的平均流速, L为管

道中部的高度,模拟中流体的雷诺数为 Re ≈ 9.2.
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待流场稳定后,我们做了密度、速度和流线图,

并与上述理论值进行对比. 图 3是流场密度分布三

维图. 从图 3中可以看出,流场密度呈平滑的带状

曲面,从入口的 1.0315逐渐减小到出口的 0.99685,

在任一横截面密度保持某一定值.图 4是沿流场中

线的密度分布,也即图 3的纵切线,与 (20)式的理

论值能够完全重合, 但与二维 Poiseuille 流中密度

分布相比,不再是线性变化.

图 3 流场密度分布三维图

图 4 流场中线密度分布图

图 5 流场水平速度三维分布图

图 5是流场水平速度三维分布图. 从图 5可以

看出, 任一横截面仍和二维 Poiseuille 流中一样呈

抛物线分布, 在管的中心水平速度达到最大值. 只

是随着管的逐渐变窄, 管中心的最大值有所变化,

图 6则反映了这一最大值沿管道的变化规律.由于

在流场任一横截面的流量是一致的,因此其最大值

也呈逐渐上升趋势. 模拟值与 (19)式描述的理论值

精确符合,证明了模拟的正确性.

图 7和图 8分别是流场速度矢量图和流线图.

图 6 流场中线速率分布图

图 7 流场速度矢量图

图 8 流线图
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矢量图反映了流体在流场中的流向和速度大小,流

线图的疏密程度又间接反映了流速的大小,与图 5

的结果是一致的.

4.2 单个悬浮粒子在锥形管中的运动

图 9 是待流场稳定后将粒子分别从 (30, 20),

(30, 30), (30, 45), (30, 60), (30, 70)格子单位处,也即

入口高度的 2/9, 1/3, 1/2, 2/3, 7/9处释放的轨迹对比

图. 粒子释放的初始速度和角速度均为零. 这里粒

子所受流体作用力均采用改进的动量交换法. 图 9

中圆圈代表粒子. 平滑、对称的轨迹表明锥形管内

流场稳定、粒子受力均匀,直观地反映了锥形管内

粒子的运动情况.

图 9 粒子在不同初始位置释放的轨迹

图 10是粒子分别从 (30, 30), (30, 60)格子单位

处释放的轨迹图, 图 11 是粒子从这两个相对于管

子上下对称的位置释放的径向速度对比图. 由于锥

形管上下对称, 故粒子在对称的初始位置释放后,

其运动轨迹及径向速度沿轴向表现出对称性. 锥形

管两端的压力差保持恒定, 由纯流模型知, 流体的

水平速度分布也沿轴向对称,故粒子在对称的初始

位置释放后,在水平方向受到流体的作用力是一样

的,也即粒子水平速度是一样的,图 12反映了粒子

水平速度随流体速度的增大而增大的情况. 图 13

是粒子在 (30, 45)格子单位处, 也即管子中央释放

的水平速度变化情况. 此时流场流速最大,粒子运

动速度也最大.

图 10 粒子在 (30, 30)和 (30, 60)处释放的轨迹

由图 10—13 可以看出, 当采用张量积分法和

改进的动量交换法计算粒子受到流体作用力的时

候, 二者描述的轨迹和速度图基本一致, 而与传统

的动量交换法描述的向管子中心移动的轨迹图以

及速度图有较大偏差. 这证明改进的动量交换法能

正确反映流体对粒子的作用力,而且它比压力张量

积分法简单. 在锥形管中央释放的粒子, 由于流场

的所有物理量对粒子来说都是对称的,流体速度最

大, 粒子离边界最远, 此时用三种方法做出的速度

曲线能完全重合.

图 14是粒子从 (30, 30)格子单位处释放后,其

角速度变化图. 由于粒子处于管子的下部,在其运

动过程中粒子上部水平速度大于下部水平速度,粒

子发生顺时针旋转, 角速度为负. 用动量交换法计

算流体力时粒子趋向中心位置移动,角速度逐渐减

小. 与粒子从管子上部释放情况正好相反,如图 15

所示. 图 14,15反映了采用改进的动量交换法和张

量积分法粒子的角速度也能有较好的符合.

图 11 粒子在 (30, 30)和 (30, 60)处释放的径向速度
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图 12 粒子在 (30, 30)或 (30, 60)处释放的水平速率图

图 13 粒子在 (30, 45)处释放的水平速率图

图 14 粒子在 (30, 30)处释放的角速度图

图 15 粒子在 (30, 60)处释放的角速度图

图 16是让粒子从 (30, 30)格子单位处释放,在

其运动到约管子中间位置时的流线图. 图中实心圆

代表粒子. 与图 8相比变化不是很大,只在粒子处

有稍微起伏.

由模拟单个悬浮粒子在流场的运动结果知,不

管从哪里释放粒子, 粒子的水平速度都是一直增

大直到流出管子,故此时仍然用流体的雷诺数公式

Re = UH/ν , 其中 U 为高度为 H 处的流体平均流

速.模拟计算得 Re ≈ 2. 因粒子边界对流体流动的

阻碍作用,相比纯流的雷诺数已经降低了.

图 16 粒子运动时的流线图

5 结 论

运用 LBM, 模拟了单个刚性粒子在有一定锥

度的二维管道里的运动.对流场中流体的密度和速

度分布及粒子的轨迹和速度进行了分析,对描述粒

子受力的动量交换法、张量积分法和改进的动量

交换法进行了对比,模拟结果和理论推导计算出来

的结果十分符合.改进的动量交换法作为一种新的
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方法,既继承了动量交换法的可靠性、简单性和并

行性等优越特性,又有和张量积分法一样的精确性,

不失为一种很好的方法. 锥形管模拟的成功说明用

LBM 模拟流体运动是完全可靠的, 同时也证明了

我们所编写程序的正确性. 下一步,我们将考虑粒

子和粒子间以及粒子和管壁间的相互作用,增加多

个粒子,模拟血液在锥形管中的栓塞.
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Abstract
Based on the lattice Boltzmann method, the motion of single suspended particle in tapered tube is simulated numerically. The

distributions of velocity and pressure in the flow field are obtained. The hydrodynamic force on the particle boundary is evaluated
by conventional momentum exchange method (CME), lattice-type-dependent momentum-exchange method (LME) and stress tensor
integral method (STI) separately. The variations of velocity and the trajectory of the particle which starts at different places are
analyzed, the results evaluated by LME are in excellent agreement with those by STI and the results evaluated by CME are slightly
different from those by the former two methods.

Keywords: lattice Boltzmann method, tapered blood vessel, suspended particle, lattice-type-dependent
momentum-exchange method
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