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有限尺寸石墨烯的电子态*
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根据 π电子的紧束缚模型,通过有限系统的 Bloch定理方法,解析计算了有限尺寸石墨烯的电子态和能带.研

究发现,其电子态有且只有两类,分别是驻波态和边缘态. 驻波态时,波函数形式是两个方向都是正弦函数;边缘态

时,波函数形式是 Armchair边界的方向是双曲正弦函数, Zigzag边界的方向是正弦函数. 其能带由总碳原子数 N 个

离散的本征值组成,推导了定量计算边缘态的本征值个数的表达式,并通过态密度来分析边缘态的存在和与无限大

情况的一致性. 所有的分析中数值结果与解析理论都完全一致,当两个受限方向都变成无限长时,可以得到与无限

大石墨烯相同的结果.
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1 引 言

自 2004年成功制备石墨烯 [1] 以来,人们从实

验和理论两方面对石墨烯进行大量的研究 [2], 2010

年石墨烯的相关研究获得了诺贝尔物理学奖. 石

墨烯是复式六角晶格结构,能带具有类似光锥的色

散特征,在低能态下描述石墨烯的状态方程是相对

论量子力学的 Dirac 方程 [3], 而不是 Schrödinger

方程, 由此导致了石墨烯具有一系列独特的物

理性质, 诸如半整数量子 Hall 效应 [4−6]、Klein

佯谬 [7]、电子颤动 [8,9] 等. 这些独特的性质使其

具有广泛的潜在应用,例如极有可能成为新一代的

计算机芯片材料 [1,10] 等. 为了接近实际的系统,以

得到可能的应用,人们更加关注有限尺寸的石墨烯

系统的物理性质,最常见的系统就是 Zigzag型边界

石墨烯纳米带 (ZGNRs)和 Armchair型边界石墨烯

纳米带 (AGNRs)[11],另外还有半无限的石墨烯纳米

条带 [12,13]. 这些都是准一维的石墨烯系统,通过紧

束缚模型方法或者 Dirac方程方法,它们的电子态

和能带可以解析地求解 [14−19]. 例如文献 [14]给出

了 ZGNRs的电子态解析式, 它的电子态有驻波态

和边缘态两种类型;文献 [17]给出了 AGNRs的电

子态解析式,结果表明只有驻波态. 值得注意的是,

这些工作都只是针对石墨烯纳米带,而不是两个方

向都是有限的石墨烯.

本文研究的是两个方向都是有限的石墨烯系

统, 其中一方向是 Zigzag 型边界, 另一个方向是

Armchair型边界. 首先,在紧束缚近似下,对其中的

碳原子进行排序,确定边界条件.在此基础上,选择

合适的超原胞,并应用有限系统的 Bloch定理方法,

解析地求出其满足边界条件的电子态和能带;然后

讨论电子态的形式和能带性质. 结果表明电子态有

且只有两种,分别是驻波态和边缘态. 驻波态时,波

函数形式是两个方向都是正弦函数; 边缘态时, 波

函数形式是 Armchair边界的方向是双曲正弦函数,

Zigzag边界的方向是正弦函数. 其能带由总碳原子

数 N 个离散的本征值组成. 我们推导了定量计算边

缘态的本征值个数的表达式,并通过态密度来分析

边缘态的存在和与无限大情况的一致性. 总而言之,

有限尺寸的石墨烯包含了 ZGNRs和 AGNRs的性

质, 所有的分析中数值方法与理论都完全一致. 利

用这些结论,可以进一步计算基于有限尺寸石墨烯

的一些有趣的物理问题,比如基于石墨烯系统的量
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子抽运 [20]和散粒噪声 [21,22]等.

2 模型与方法

有限尺寸石墨烯的结构如图 1所示, x方向上
每一平行 x轴的行有 N 个原子,如图中平行 x轴的
点虚线框所示, 其中 N 是偶数, 有 N/2 个 A 原子,
A原子用绿色表示, N/2个 B原子, B原子用红色
表示; y方向上每一 Zigzag型的列有 M 个原子,如
图 1 中平行 y 轴的点线框所示. 我们只讨论上下
Armchair边界的两端是相同原子的情况,因为两端
的原子不同时上下边界的左右端不再是 Armchair
边界,此时 M 为奇数;整个有限尺寸的石墨烯结构
中一共有 N ×M 个原子. 图 1 中间的虚线框是由
A, B 格点组成的超原胞, 一共有 4 个原子, 其序号
分别为 A(n+ 1,m+ 1)/B(n+ 1,m+ 2)/B(n+ 2,m+

1)/A(n+2,m+2). 紧束缚近似下单电子哈密顿为

Ĥ = ∑
i

εi |i⟩⟨i|+∑
i

∑
δ

ti,i+δ |i⟩⟨i+δ |, (1)

图 1 有限尺寸的石墨烯模型, 其中上下端是 Armchair型边
界,左右端是 Zigzag边界,中间虚线框是由 A, B格点组成的超
原胞,含 4个碳原子

其中 |i⟩表示位于格点 i处的原子轨道, εi 是相应的

座能量, ti,i+δ 表示电子由格点 i到最近邻格点 i+δ
的跃迁能,求和遍及所有格点和最近邻,根据 (1)式
可以得到每个格点的本征方程. 按照超原胞里的
序号方式来排序原子时, 容易知道只需列出两个
格点的本征方程即可表示所有格点的方程, A格点
和 B格点各一条; 而事实上由于 A(n+ 1,m+ 1)和
A(n+2,m+2)原子在应用 x方向或 y方向的 Bloch
定理的不等价性, 因此还需区别对待这两个原子,
同样 B格点也是如此,因此独立的格点方程有四条,
分别是超原胞的四格点,即

t0Bn+1,m + εAn+1,m+1

+ t0Bn+1,m+2 + t0Bn+2,m+1 = 0,

t0An+1,m+1 + εBn+1,m+2

+ t0An+1,m+3 + t0An,m+2 = 0,

t0An+2,m + εBn+2,m+1

+ t0An+2,m+2 + t0An+1,m+1 = 0,

t0Bn+2,m+1 + εAn+2,m+2

+ t0Bn+2,m+3 + t0Bn+3,m+2 = 0, (2)

其中 n = 2i (i = 0,1,2, · · ·), m = 2 j ( j = 0,1,2, · · ·),
ε = E − εi, E 是本征能量,选作能量零点,即 εi = 0,
所以 ε = E; −t0 是最近邻的跃迁能, t0 = 2.7 eV;
An+1,m+1, Bn+1,m+2 等是格点的波函数. 上下端
Armchair边界条件为

Bn+1,0 = An+2,0 = Bn+1,M+1 = An+2,M+1 = 0. (3)

左右端 Zigzag边界条件为

A0,m+2 = BN+1,m+2 = 0. (4)

值得注意的是, 由于排序的原因, 每一列的原子中
包含 A, B两类原子,而一端的 Zigzag边界中只包含
一类原子, 另一类原子我们不需要考虑,即 B0,m+2,
AN+1,m+2 不在边界条件中.
研究有限系统的能带和电子态, 可以用 Bloch

定理得到尝试波函数,然后通过能带的简并关系等
求出其中满足边界关系的波函数,进而确定本征值
的取值,这种方法称为有限系统的 Bloch定理方法.
对于有限尺寸的石墨烯,由 Bloch定理可设能量本
征态的尝试波函数为An+1,m+1 = A1 e i

√
3(n+1)kxa0/2 e i(m+1)kya0/2,

Bn+1,m+2 = B1 e i
√

3(n+1)kxa0/2 e i(m+2)kya0/2.Bn+2,m+1 = B2 e i
√

3(n+2)kxa0/2 e i(m+1)kya0/2,

An+2,m+2 = A2 e i
√

3(n+2)kxa0/2 e i(m+2)kya0/2,
(5)

其中 a0是石墨烯的晶格常数,如图 1所示.把 (5)式
的尝试波函数代入本征方程组 (2)式,根据 Cramer
法则,得∣∣∣∣∣∣ ε2

0 −1+ t2
y e i

√
3kxa0 ε0txty e i

√
3kxa0/2

ε0txty e−i
√

3kxa0/2 ε2
0 −1+ t2

y e−i
√

3kxa0

∣∣∣∣∣∣= 0,

(6)
其中 tx = e−i

√
3kxa0/2 + e i

√
3kxa0/2, ty = e−ikya0/2 +

e ikya0/2, ε0 是无量纲的能量, 即 ε = ε/t0. 设

kya0/2 ≡ γ + iκ ,
√

3kxa0/2 ≡ β + iα , ty = e iγ e−κ +

e−iγ eκ ,解得

ε2 =1+ t2
y ± txty
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=1+ t2
y ± ty

(
e−α + eα)cosβ

± ity
(

e−α − eα)sinβ . (7)

虚数部分为零,容易知道只有 5种情况,为

1) κ = α = 0,

2) κ = sinβ = 0,

3) sinγ = sinβ = 0,

4) sinγ = α = 0,

5) cosβ = 0, cosγ = 0.

(8)

先分析情形 1)和情形 2)两种情况. 此时 κ = 0, y方
向波矢为实数,能带关系为

ε2 =1+4cos2 γ

±2cosγ
(

e−α+ eα
)

cosβ

±2i cosγ
(

e−α− eα
)

sinβ . (9)

它的允许取值分成两大类, 或者波矢为实数, 即
α = 0; 或者 β = 0, π, 波矢具有非零的虚部, α 待
定.

3 解析结果与分析

根据上述模型,当石墨烯 x方向和 y方向都趋

于无限大时, 这时两个方向的波矢都只能取实数,

即 α= 0, κ = 0,得到的能带为

ε2 = 1+4cos2 γ ±4cosγ cosβ , (10)

这正是无限大石墨烯的能带关系 [23]. 对于有限尺

寸石墨烯,注意到 (9)式的能带关系是偶函数关系,

即

ε(−kx) = ε(kx),

ε(−ky) = ε(ky),

ε(−k) = ε(k). (11)

两个方向都存在简并关系, 为简单起见, 先讨论

Armchair边界,再讨论 Zigzag边界,把简并的尝试

波函数线性组合,选择特殊的波矢量 k以保证波函

数的边条件 (3)和 (4)式得到满足.

3.1 驻波态

在情形 1) 下, 当 (9) 式的能带取相加时, 利用

有限系统 Bloch 定理方法, 可求出满足边条件 (3)

和 (4)式的波函数:

ϕ±
n (k) =

−Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mkya0/2) (n → 2n,m → 2m)

±(−1)µ+1Asin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mkya0/2) (n → 2n,m → 2m+1)
,

ϕ±
n+1(k) =

±(−1)µ+1Asin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mkya0/2) (n → 2n+1,m → 2m)

−Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mkya0/2) (n → 2n+1,m → 2m+1)
, (12)

其中波函数的正负号表示 (9)式的正负能带,以下

求出的波函数也如此表示. 归一化系数为

A(kx) =

√
8

M+1

[
2N +1

− sin(
√

3(N +1)kxa0)+ sin(
√

3Nkxa0)

sin(
√

3kxa0)

]−1/2

, (13)

在尺寸确定时只与波矢 kx 有关,波矢 kx 满足

ty + e−i
√

3kxa0/2∣∣∣ty + e−i
√

3kxa0/2
∣∣∣ e i

√
3(N+1)kxa0/2 = e iµπ, (14)

其中参数 µ 是整数,它决定波函数的宇称. 波矢 ky

的约束关系为

(M+1)kya0/2 = ηπ, (15)

其中 η 为依赖于尺寸 M的整数, η ∈ [1,(M+1)/2].
因此, 归一化系数与 Armchair 边界方向的波矢 kx

有关,而两个受限方向的波矢都有约束条件, Zigzag
边界方向的波矢 ky 只与该方向的粒子数个数 M有

关, 而 Armchair边界方向的波矢 kx 不但与该方向

的粒子数个数 N 有关, 与 Zigzag 边界方向的波矢
ky 也有关.
当 (9)式的能带取相减时, 同理可求出其波函

数及波矢的约束关系为

ϕ±
n (k) =

Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mkya0/2) (n → 2n,m → 2m)

∓(−1)µ+1Asin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mkya0/2) (n → 2n,m → 2m+1)
,
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ϕ±
n+1(k) =

±(−1)µ+1Asin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mkya0/2) (n → 2n+1,m → 2m)

−Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mkya0/2) (n → 2n+1,m → 2m+1)
, (16)

其中归一化系数 A和 (13)式一样. 波矢量 kx 满足

ty − e−i
√

3kxa0/2∣∣∣ty − e−i
√

3kxa0/2
∣∣∣ e i

√
3(N+1)kxa0/2 = e iµπ, (17)

波矢量 ky 和 (15)式一样. 因此,取加减号不同的能

带的区别是相位因子 (17)式不同,并且波函数的宇

称有所改变, 但是波函数的模方是不变的, 电子的

概率分布一样. 因此, 有限尺寸石墨烯的驻波态是

两个方向都是正弦函数的波函数. 图 2给出了两个

确定能量的驻波态. 图 2(a)是能量最大的电子态概

率密度分布,其图像可由 (12)式描述, 是一个两个

方向都只有一个周期的驻波; 由于其能量最大, 由

能量关系 (7)式容易知对应的 kx 和 ky 都是最小值,

而周期长度与波矢是倒数关系,因此无论是 x方向

还是 y方向都是只有一个周期,这就是图 2(a)所示

的一个波峰的图像.图 2(b)是 x方向为双周期, y方

图 2 有限尺寸石墨烯的驻波态,有限石墨烯的尺寸是 N = 16,
M = 31, E 的单位能量是跃迁能的负值 t0, t0 = 2.7 eV
(a) E = 2.9786; (b) E = 2.9433

向为单周期的图像, 随着能量不断趋于零, 两个方
向的周期都会不断地增加,而电子态的变化也就由
平缓变得陡峭,也就是说电子的局域性越来越强.

3.2 边缘态

在情形 2) 下, sinβ = 0, 因此 β = 0, π. 先取
β = 0分析,有

√
3kxa0/2 = iα . 当 (9)式的能带取相

加的时,利用有限系统 Bloch定理方法,可求出满足
边条件 (3)和 (4)式的波函数:

ϕn =



A1 sinh(−nα)sin(mkya0/2)

(n → 2n,m → 2m),

∓A1 sinh [−nα +(N +1)α]sin(mkya0/2)

(n → 2n,m → 2m+1),

ϕn+1 =



∓A1 sinh [−nα +(N +1)α]sin(mkya0/2)

(n → 2n+1,m → 2m),

A1 sinh(−nα)sin(mkya0/2)

(n → 2n+1,m → 2m+1).

(18)

其中归一化系数

A1(α) =

√
8

M+1

×
[

e2Nα − e−2Nα + e(2N+2)α − e−(2N+2)α

e2α − e−2α

−2N −1
]−1/2

, (19)

ky 的约束关系与 (15)式一样,虚波矢的约束关系

e(N+1)α =

√
ty + eα

ty + e−α , (20)

其中 ty = 2cos(kya0/2). 当能带取相减时,可同理求
出波函数和限制关系

ϕn =

−A1 sinh(−nα)sin(mkya0/2)

(n → 2n,m → 2m),

±A1 sinh [−nα +(N +1)α]sin(mkya0/2)

(n → 2n,m → 2m+1),

ϕn+1 =
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∓A1 sinh [−nα +(N +1)α]sin(mkya0/2)

(n → 2n+1,m → 2m),

A1 sinh(−nα)sin(mkya0/2),

(n → 2n+1,m → 2m+1),

(21)

其中归一化系数和能带取正号时一致.限制关系为

e(N+1)α =

√
ty − eα

ty − e−α
, (22)

由 (20) 和 (22) 式可知, 每个 α 的相反数也是其中
的根. 因此, 有限尺寸石墨烯的边缘态是 Armchair

边界方向是正弦函数, 而 Zigzag 边界方向是双曲

正弦函数; 没有两个方向都是双曲正弦的形式. 图

3给出了两个确定能量的边缘态形式,它们均可以

用 (18) 式描述, 图 3(a) 是 y 方向双周期的边缘态,

x方向衰减得很快. 图 3(b)是 y方向三周期的边缘

态, 其能量比图 3(a)的能量高, 因此相对来说 x 方

向衰减得慢一些, 这是因为虚波矢 α 与能量有关,

由能带关系 (9)式容易知道,随着能量趋于零,实波

矢 ky 和虚波矢 α都越来越大.因此随着能量趋于

零, x方向的周期不断变大,周期个数不断减少,这

和驻波态时刚好相反; y方向由于 α的变大使得指

数衰减越来越强,到最后几乎只有两端的边界才有

波函数概率密度存在;由于概率密度越来越局限在

边界,其数值也不断地增大.当能量为零时,波函数

概率密度完全局域于边界,此时 ky 最大为 π,但是

这只是极限情况, 当尺寸很小时不一定能达到, 这

和 Zigzag型边界的石墨烯纳米带不一样,因为在有

限尺寸石墨烯中 Armchair型边界的存在使得 ky 只

能取离散的值.

事实上, 在以上讨论的 (9)式相加和相减的能

带中, 只有其中一种有边缘态, 具体说只有
∣∣ty∣∣ 与

e±α 为相减关系时, 才有边缘态的解. 以下假设

ty > 0进行证明,此时由 (20)式得

ty =
eα

(
1− e2Nα

)
e2(N+1)α−1

, (23)

容易知道上式是小于零的, 因此没有解. 在我

们选取的波矢范围内, 即波矢
√

3kxa0 ∈ (0,π],

kya0 ∈ (0,π], ty > 0, 这时正能带是没有边缘态的.

当 β = π时,
√

3kxa0/2 = π+ iα . 按照相同的思路,

可求出和 β = 0 一样的结果; 也就是说, β = 0 和

β = π是同一回事,它们得到相同的波矢,相同的本

征值和波函数,因此讨论时只要选一个即可.

图 3 有限尺寸石墨烯的边缘态 有限石墨烯的尺寸是N = 16,
M = 31. E 的单位能量是跃迁能的负值 t0 (a) E = 2.4×10−7;
(b) E = 0.0001

3.3 本征值的讨论

以上讨论了电子态的解析式和有关性质,接下
来分析有限尺寸石墨烯的本征值.对于每行有 N 个

原子,每列有 M 个原子的有限尺寸石墨烯,其中 N

是偶数, M是奇数,只有 N ×M个本征值,它只是一
个周期里的 1/4取值,类似于平面中的一个象限.其
中 ky波矢的取值有 (M+1)/2个,当 ky = (M+1)/2
时, 相加的能带和相减的能带得到相同的值;而每
一个 ky 值都对应 N/2个 kx (含 α)值,因此本征值
个数为 (

M−1
2

×2+1
)
×2× N

2
= M×N, (24)

和格点数对应.通过对边缘态的波矢约束关系分析,
得到边缘态的本征值个数可由 η 的个数表示为

M+1
π

arccos
(

N
2(N +1)

)
< η <

M+1
2

, (25)

其中 η 是满足波矢 ky 约束关系 (15) 式的整数值.
态密度定义为 DOS(E) = 2(∆n/∆E)/(N ×M),其中
∆n是能量范围 E 到 E +∆E 内的状态数, (N×M)/2

087301-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 8 (2013) 087301

是样品的原胞总数. 我们作出了三个不同尺寸的石
墨烯的态密度图像,如图 (4)所示,选择 ∆E = 6/19.
可以看到: 当能量在零附近时态密度是不为零的,
而无限大石墨烯在能量为零处的态密度为零,所以
在低能态下样品存在边缘态;随着尺寸的不断增大,
边缘态的状态数不断减少,在 N = 202, M = 201的
有限尺寸中,已经很接近无限大石墨烯的态密度图
像 [24],这表明结果的一致性;而能量在 ±t0 附近时,
三个不同尺寸的态密度都是最大值,此时的能级高
度简并,因此态密度很大;另外,积分态密度关于正
负能量对称.

图 4 有限尺寸的石墨烯的态密度, E 的单位能量是跃迁能的
负值 t0

当 ky = (M+1)/2时,即 kya0 = π时, ty = 0. 由
能带 (9)式可知当电子态是驻波态时有 ε2 = 1, 与

kx 取值无关,因此是 N/2重简并的,由驻波态的表

达式可得概率密度为

Pn,m =Pn+1,m = 0,

Pn+1,m+1 =Pn,m+1 = |P0|2 , (26)

其中 Pn 是一个常数, n 是由于简并而使得波函数

线性组合, 不同区域有着不同的概率. 从物理图像

看, ty = 0 将有 ty 的相互作用断开, 因此从 x 方向

上看整块石墨烯变成了连连断开的梯子模型, 一

共有 N/2 条梯子. 对于每一条梯子, 梯子两端的

概率密度都是一样的, 而能级的高度简并使得整

块石墨烯的波函数是各条梯子波函数的线性叠加.

图 5(a) 是 n = 8 的梯子的波函数概率密度. 当电

子态是边缘态时, 从以上对边缘态的讨论可知, 此

时能量为零, 波函数概率密度完全局域于边界. 图

5(b)是 N = 10, M = 99的有限尺寸石墨烯完全局域

于边界上的边缘态. 另外,如果 M +1是 3的倍数,

当 ky = (M+1)/6时,即 kya0 = π/3时, ty = 1,容易

验证这时不存在边缘态, 由 (9)式得驻波态的能量

关系为

ε2 = 2±2cos
(√

3kxa0/2
)
, (27)

结合 (14)和 (17)式的 kx 波矢约束关系,容易求得√
3kxa0/2 = 2µπ/(2N +1),其中 µ ∈ [1,N/2]. 我们

选如下正能带的波函数分析,即

ϕ±
n (k) =

−Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mπ/3) (n → 2n,m → 2m),

±A(−1)µ+1 sin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mπ/3) (n → 2n,m → 2m+1),

ϕ±
n+1(k) =

±A(−1)µ+1 sin
[√

3(n− (N +1))kxa0/2
]

sin(mπ/3) (n → 2n+1,m → 2m),

−Asin
(√

3nkxa0/2
)

sin(mπ/3) (n → 2n+1,m → 2m+1).
(28)

y方向上当 m为 3的倍数时波函数为零,因此有限

尺寸石墨烯的模型上与之对应的那些行的波函数

都为零; 而 x 方向是驻波, 并且是简单格子的驻波

形式. 整个有限尺寸石墨烯的物理图像是对应着 y

方向上两两断开的一维有限简单格子原子链,一共

有 (M+1)/3条原子链. 因此,在驻波态下,当 ty = 0

时,有限尺寸石墨烯变成 x方向上两两断开的梯子

之和;当 ty = 1时,有限尺寸石墨烯变成 y方向上两

两断开的一维有限原子链之和.

以上只讨论了 (8)式的前两种情况. 事实上,情

形 3)是情形 2)的特殊情况,情形 4)是情形 1)的特

殊情况,情形 5)已经包含在情形 1)和 2)的讨论中,

只有 M 为奇数时才会产生的特殊情况. 因此,有限

尺寸的石墨烯包含了 ZGNRs和 AGNRs的性质. 最

后,对能带的 (9)式和约束关系 (15)式进行分析可

知,当 y方向尺寸趋于无限长时,即 M 趋于无限大

时, ky 可连续取值,这正是 Zigzag型石墨烯纳米带

的能带关系;同样地,当 x方向尺寸趋于无限长时,

为 Armchair型石墨烯纳米带的能带关系,表明以上

的结果具有一般性.

4 结 论

在紧束缚近似下,计算了有限尺寸石墨烯的电
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子态和能带. 选择合适的超原胞, 并进行排序, 应
用有限系统的 Bloch定理,可以解析地求出其电子
态和能带. 其电子态有两类, 分别是驻波态和边缘
态,并且只有这两种形式. 驻波态时,波函数形式在
两个方向都是正弦函数; 边缘态时, 波函数形式在
Armchair边界的方向是双曲正弦函数,在 Zigzag边
界的方向是正弦函数. 同时我们得到了两种电子态

波矢的受限条件和归一化系数的性质,以及能量的
大小与电子态的形状关系.其能带由 N 个离散的值

组成,经推导得到了定量计算边缘态的本征值个数
的表达式,并通过态密度说明边缘态的存在和与无
限大情况的一致性,还解释了某些特定的本征值下
波函数的有趣形式. 在所有的分析中数值结果与解
析理论完全一致.

图 5 两个特殊的有限尺寸石墨烯电子态, E 的单位能量是跃迁能的负值 t0 (a) N = 16, M = 31, E = 1; (b) N = 10, M = 99,
E =−9.5×10−13.
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Abstract
The limited graphene means that two directions of graphene are limited, one is zigzag type boundary and the other is armchair

type boundary. Based on the tight-binding model, the electronic state and band of the limited graphene are given analytically. The
results show that there are only two kinds of electronic states, i.e., the standing wave state and edge state. For the standing wave state,
the wave function is in the form of sine function in two directions; for the edge state, the wave function is in the form of hyperbolic
sine function in the direction of armchair boundary and in the form of sine function in the direction of zigzag boundary. The band is
composited of total carbon atom number N discrete eigenvalues. The expression of quantitativly calculating the number of eigenvalues
of edge state is deduced. Through the density of states of the limited graphene we analyze the existence of the edge state and the
consistency in the infinity case. The results from the analitical method are the same as the numerical resullts. When the width of two
restricted boundary goes into infinity, the result of the limited graphene tends to that in the infinity case.
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