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带源项的变系数非线性反应扩散方程的精确解*

万晖†
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( 2012年 11月 13日收到; 2012年 12月 9日收到修改稿 )

本文利用广义条件对称方法对带源项的变系数非线性反应扩散方程 f (x)ut = (g(x)D(u)ux)x + h(x)P(u)ux +

q(x)Q(u)进行研究.当扩散项 D(u)取 um(m ̸= −1,0,1)和 eu 两种重要情形时，对该方程进行对称约化，得到了具

有广义泛函分离变量形式的精确解. 这些精确解包含了该方程对应常系数情况下的解.
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1 引 言

众所周知, 非线性偏微分方程可以作为数学

模型描述出现在物理学、化学、信息科学、生命

科学、空间科学、地理科学和环境科学等领域

中的众多问题. 研究非线性偏微分方程的方法很

多, 其中对称群方法是求解非线性偏微分方程的

一种行之有效的方法. 对称群方法最初是 Sophus

Lie (1842—1899) 在通过定义连续变换群用于求

解常微分方程而得出的, 通过一个多世纪的发展

和演化, 对称群方法大致可分为: Lie 点对称 (古

典对称)[1−3]、条件对称 (非古典对称)[4,5]、广义条

件对称 (条件的 Lie-Bäcklund对称)[6−8]、分离变量

法 [9−11]、符号不变量和不变子空间 [12,13]等.

本篇论文研究的方程是 1+1维的变系数非线

性反应扩散方程

f (x)ut = (g(x)D(u)ux)x +h(x)P(u)ux

+q(x)Q(u), (1)

其中 D(u), P(u)和 Q(u)分别是扩散项,对流项和热

源项,它们都是关于变量 u的充分光滑的函数, 变

系数 f (x), g(x), h(x)和 q(x)是关于变量 x的任意光

滑函数且 f (x)g(x)h(x)q(x) ̸= 0. 这类方程具有丰富

的物理背景,其中著名的二次多孔介质方程

ut =

(
u2

2

)
xx

和渗流方程

xput = (xqunux)x

都是方程 (1)的特例. 方程 (1)的常系数形式

ut = (D(u)ux)x +P(u)ux +Q(u),

已经被众多学者 [6,14]研究过,并且得到了丰富的结

果.不带源项的变系数方程

f (x)ut = (g(x)D(u)ux)x +h(x)P(u)ux

是由 Ivanov[15,16]提出并作了详细的研究,该方程加

上源项就变成方程 (1), 这样此类方程可包括更广

的适用范围,它可模拟数学、物理 [17,18] 等方面的

各种实际问题.

本文的目的是利用广义条件对称方法对方程

(1)进行对称约化,进而对其进行精确求解. 在文献

[19]中提到可以利用点变换把变系数 f (x)消去,于

是我们利用点变换

x′ =
1
α

∫
f (x)dx, t ′ =

t
α2 , u′ = u,
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把方程 (1)映射成

u′t ′ = [g′(x′)D(u′)u′x′ ]x′ +h′(x′)P(u′)u′x′

+q′(x′)Q(u′),

这 里 g′(x′) = f (x)g(x), h′(x′) = αh(x), q′(x′) =

α2 q(x)
f (x)

,所以我们将对下面这个方程:

ut = (g(x)D(u)ux)x +h(x)P(u)ux

+q(x)Q(u) (2)

进行精确解的求解. 因为精确解 [20−24] 包含了相关

系统的精确信息,因此在分析各种物理现象时起到

了至关重要的作用.

2 广义条件对称方法理论

我们设 1+1 维的非线性演化方程的一般形

式为

ut = E(x, t,u,u1, · · · ,un), (3)

其中 u j = ∂ ju/∂x j, 它在非 Lie点无穷小变换群下

是不变的,这个变换群表示为

u′ = u+ εη(t,x,u,u1, · · · ,uN)

+O(ε2),

u′t = ut + εDtη(t,x,u,u1, · · · ,uN)

+O(ε2),

u′x = ux + εDxη(t,x,u,u1, · · · ,uN)

+O(ε2),

· · · .

这个变换群对应于下面的向量场 V , η 作为它的

特征:

V =
∞

∑
k=0

Dk
xη

∂
∂uk

+ · · · , (4)

其中

Dx =
∂
∂x

+
∞

∑
k=0

uk+1
∂

∂uk
,

D j+1
x = Dx(D j

x),

D0
x = 1.

定义 1 向量场 (4)是方程 (3)的 Lie-Bäcklund

对称,如果满足

V (ut −E) |L= 0,

其中 L表示方程 ut −E = 0的所有关于 x, t 的全微

分序列集合,即

ut −E = 0,

D j
xDk

t (ut −E) = 0,

j,k = 0,1,2, · · · .

定义 2 向量场 (4) 是方程 (3) 的广义条件对

称,如果满足

V (ut −E) |L∩
M= 0,

其中 L表示方程 ut −E = 0的所有关于 x, t 的全微

分序列集合,即

ut −E = 0,

D j
xDk

t (ut −E) = 0,

j,k = 0,1,2, · · · ,

M 表示方程 η = 0的所有关于 x 的全微分序列集

合,即

D j
xη = 0, j = 0,1,2, · · · .

命题 1 (Fokas 和 Liu[25] 及 Zhdanov[26]) 方程

(3)容许广义条件对称 (4)的充分条件是存在一个

函数W (t,x,u,η)满足
∂η
∂ t

= [E,η ]+W (t,x,u,η),

W (t,x,u,0) = 0, (5)

其中 [E,η ] = E ′η −η ′E, ′ 表示 Gateaux导数, W 关

于 t,x,u,u1, · · · 和 η ,Dxη ,D2
xη , · · · 解析.

推论 1 若 η 不显含 t,方程 (3)容许广义条件

对称 (4)的充分条件是

Dtη = 0.

根据上述理论,计算广义条件对称的过程可表

述成以下 3个步骤.

第 1 步 把向量场 V 作用到表达式 ut − E

上, 则此表达式 V (ut − E) 是关于独立变量

t,x,u,ut ,u1, · · · ,un 的函数.
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第 2步 利用方程 ut −E = 0, η = 0和它们的

所有微分序列 D j
x(ut −E) = 0, D j

xη = 0, j = 1,2, · · ·
消去 ut j, j = 0,1,2, · · · 和 uN ,uN+1, · · · ,令所得结果
表达式等于零, 得到一个非线性偏微分方程组, 称

这个方程组为决定方程组.

第 3步 解这个决定方程组,得出广义条件对

称的一般形式.

3 主要结果

我们设方程 (2)容许的二阶广义条件对称的形

式如下 [7]:

η(x,u) = uxx +H(u)u2
x +a(x)ux, (6)

其中 H 是关于 u的光滑函数, a(x)是关于 x的光滑

函数.

命题 2 方程 (2)容许广义条件对称 (6)的充分

条件是函数 g(x), h(x), q(x), D(u), P(u), Q(u), H(u)

和 a(x)满足下面的偏微分方程组:

J1 ≡ D′′′−4HD′′−3H ′D′+5H2D′

−DH ′′−2DH3 +4DHH ′ = 0, (7)

J2 ≡ 4gaDH ′+9gaD′H −5gaD′′

−5g′D′H +2g′DH2 −4gaDH2

+3g′D′′−2g′DH ′+hP′′−hHP′ = 0, (8)

J3 ≡ qH ′Q+3g′aDH −2ga2DH +2ga′DH

+qQ′H −7g′aD′−2haP′

+3g′′D′+4ga2D′−4ga′D′

−g′′DH +2h′P′+qQ′′ = 0, (9)

J4 ≡ 2q′QH +g′′aD+g′a2D+2gaa′D

−h′aP+g′′′D−2g′′aD−g′a′D

−g′′aD−2g′a′D−ga′′D

+h′′P−ha′P+2q′Q′ = 0, (10)

J5 ≡ q′aQ+q′′Q = 0. (11)

证明 把 uxx =−Hu2
x −aux 代入方程 (2)得

ut = (gD′−gDH)u2
x +(g′D−gaD+hP)ux

+qQ.

再由命题 1的推论 1直接计算

Dtη |L∩
M =

4

∑
i=0

Ji+1ui
x = 0,

就可得到决定方程组 (7)—(11).

由于这个决定方程组,是 8个未知函数包含在

5个方程中,而且它本身是一个复杂的非线性偏微

分方程组, 所以它的一般解不易求出.我们仅对扩

散项 D(u)取 um(m ̸= −1,0,1)和 eu 两个重要情形

来讨论.

情形 1 D(u) = um.

把 D(u) = um 代入决定方程组中的 (7)式得

H(u) =
m−1

u
,

m/2−1
u

或
m
u
,

从 (11)式得

Q(u) = 0或q′′+q′a = 0,

解决定方程组 (8)—(10),则有下面 6种情形:

1)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)umux (12)

容许广义条件对称 η = uxx +(m−1)u−1u2
x +a(x)ux,

这里的 c1 及下文出现的 ci, i = 0,1,2, · · · 都是任意
常数. 其中函数 g(x), h(x), a(x) 满足下面的约束

条件:

h′−ha = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0,

(1+2m)g′′+(2+2m)ga2

− (3+4m)g′a− (2+2m)ga′ = 0.

解得

h(x) = c2 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

g(x) =
(∫ x c3(1+2m)

a(y)

×exp
(
−
∫ y a2(s)−a′(s)

a(s)
ds
)

dy+ c4

)
× exp

(∫ x a2(s)−a′(s)
a(s)

ds
)
.

那么方程 (12)的精确解由 η = 0得

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 1
m
,
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其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ =

[(
1+

1
m

)
g′(0)−

(
1+

2
m

)
g(0)a(0)

+ c1h(0)
]

α2 + c3αβ ,

β ′ =
1
m

α2 +
[
g′(0)+ c1h(0)−g(0)a(0)

]
αβ .

2)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)umux

+ c2q(x)u1−m (13)

容许广义条件对称 η = uxx +(m−1)u−1u2
x +a(x)ux,

其中函数 g(x), h(x), q(x), a(x) 满足下面的约束

条件:

h′−ha = 0,

q′′+q′a = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0,

(1+2m)g′′+(2+2m)ga2

− (3+4m)g′a− (2+2m)ga′ = 0,

解得

h(x) = c3 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

q(x) = c4

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c5,

g(x) =
(∫ x c6(1+2m)

a(y)

×exp
(
−
∫ y a2(s)−a′(s)

a(s)
ds
)

dy+ c7

)

× exp
(∫ x a2(s)−a′(s)

a(s)
ds
)
.

那么方程 (13)的精确解为

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 1
m

,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ =

[(
1+

1
m

)
g′(0)−

(
1+

2
m

)
g(0)a(0)+ c1h(0)

]
α2

+ c6αβ +mc2q′(0),

β ′ =
1
m

α2 +
[
g′(0)+ c1h(0)−g(0)a(0)

]
αβ

+mc2q(0).

3)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)u
m
2 ux (14)

容许广义条件对称 η = uxx +
(m

2
−1

)
u−1u2

x +

a(x)ux, 其中函数 g(x), h(x), a(x) 满足下面的约束

条件:

h′−ha = 0,

(2+2m)g′− (4+3m)ga = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0,

(2+5m)g′′− (6+11m)g′a− (4+6m)ga′

+(4+6m)ga2 = 0.

解得

h(x) = c2 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

g(x) =
(∫ x −c3

2a(y)
exp

(
− 1

4(m+1)(5m+2)

∫ y (4+6m+2m2)a′(s)+(20+56m+31m2)a2(s)
a(s)

ds
)

dy+ c4

)
× exp

(
1

4(m+1)(5m+2)

∫ x (4+6m+2m2)a′(s)+(20+56m+31m2)a2(s)
a(s)

ds
)
.

那么方程 (14)的精确解为

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 2
m
,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ =

(
1+

2
m

)
g(0)α3

+

[(
3+

2
m

)
g′(0)−

(
4+

4
m

)
g(0)a(0)

]
α2β

+ c3αβ 2 + c1h(0)α2,

β ′ =

(
1+

2
m

)
g(0)α2β

+
[
g′(0)−g(0)a(0)

]
αβ 2 + c1h(0)αβ .
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4)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)u
m
2 ux

+ c2q(x)u1−m
2 (15)

容许广义条件对称 η = uxx +
(m

2
−1

)
u−1u2

x +

a(x)ux, 其中函数 g(x), h(x), q(x), a(x) 满足下面的

约束条件:

h′−ha = 0,

q′′+q′a = 0,

(2+2m)g′− (4+3m)ga = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0,

(2+5m)g′′− (6+11m)g′a

− (4+6m)ga′+(4+6m)ga2 = 0.

解得

h(x) = c3 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

q(x) = c4

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c5,

g(x) =
(∫ x −c6

2a(y)
exp

(
− 1

4(m+1)(5m+2)

×
∫ y (4+6m+2m2)a′(s)+(20+56m+31m2)a2(s)

a(s)
ds
)

dy+ c7

)
× exp

(
1

4(m+1)(5m+2)

∫ x (4+6m+2m2)a′(s)+(20+56m+31m2)a2(s)
a(s)

ds
)
.

那么方程 (15)的精确解为

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 2
m
,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ =

(
1+

2
m

)
g(0)α3

+

[(
3+

2
m

)
g′(0)−

(
4+

4
m

)
g(0)a(0)

]
α2β

+ c6αβ 2 + c1h(0)α2 + c2
m
2

q′(0),

β ′ =

(
1+

2
m

)
g(0)α2β

+
[
g′(0)−g(0)a(0)

]
αβ 2

+ c1h(0)αβ + c2
m
2

q(0).

5)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)um+1ux (16)

容许广义条件对称 η = uxx +mu−1u2
x +a(x)ux,其中

函数 g(x), h(x), a(x)满足下面的约束条件

g′−ga = 0,

h′−ha = 0,

解得

g(x) = h(x) = c2 exp
(∫ x

a(s)ds
)
.

那么方程 (16)的精确解为

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 1
1+m

,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = c1h(0)α2,

β ′ =

(
2m

1+m

)
g(0)α2β−1/(1+m)+ c1h(0)αβ .

6)方程

ut = (g(x)umux)x + c1h(x)um+1ux

+ c2q(x)u−m (17)

容许广义条件对称 η = uxx +mu−1u2
x +a(x)ux,其中

函数 g(x), h(x), q(x), a(x)满足下面的约束条件

g′−ga = 0,

h′−ha = 0,

q′′+q′a = 0,
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解得

g(x) = h(x) = c3 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

q(x) = c4

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c5.

那么方程 (17)的精确解为

u(x, t) =
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

] 1
1+m

,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = c1h(0)α2 + c2(1+m)q′(0),

β ′ =

(
2m

1+m

)
g(0)α2β−1/(1+m)

+ c1h(0)αβ + c2(1+m)q(0).

情形 2 D(u) = eu. 把 D(u) = eu代入决定方程

组中的 (7)式得

H(u) =
1
2
, 1或1− 1

u
,

从 (11)式得

Q(u) = 0或q′′+q′a = 0,

解决定方程组 (8)—(10),则有下面 6种情形:

1)方程

ut = (g(x)euux)x + c1h(x)e
u
2 ux (18)

容许广义条件对称 η = uxx +
1
2

u2
x + a(x)ux, 其中函

数 g(x), h(x), a(x)满足下面的约束条件

h′−ha = 0,

2g′−3ga = 0,

5g′′−11g′a−6ga′+6ga2 = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0.

解得

h(x) = c2e
∫ x a(s)ds,

g(x) =
(∫ x −c3

2a(y)
exp

(
−
∫ y 31a2(s)+2a′(s)

20a(s)
ds
)

dy

+c4)exp
(∫ x 31a2(s)+2a′(s)

20a(s)
ds
)
.

那么方程 (18)的精确解为

u(x, t) = 2ln
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy

+β (t)] ,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = g(0)α3β +[3g′(0)−4g(0)a(0)]α2β

+ c3αβ 2 + c1h(0)α2,

β ′ = [g′(0)−g(0)a(0)]αβ 2

+g(0)α2β + c1h(0)αβ .

2)方程

ut = (g(x)euux)x + c1h(x)e
u
2 ux

+ c2q(x)e−
u
2 (19)

容许广义条件对称 η = uxx +
1
2

u2
x + a(x)ux, 其中函

数 g(x), h(x), q(x), a(x)满足下面的约束条件

h′−ha = 0,

q′′+q′a = 0,

2g′−3ga = 0,

5g′′−11g′a−6ga′+6ga2 = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0.

解得

h(x) = c3 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

q(x) = c4

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c5,

g(x) =
(∫ x −c6

2a(y)
exp

(
−
∫ y 31a2(s)+2a′(s)

20a(s)
ds
)

dy

+c7)exp
(∫ x 31a2(s)+2a′(s)

20a(s)
ds
)
.

那么方程 (19)的精确解为

u(x, t) = 2ln
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy

+β (t)] ,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = g(0)α3β +[3g′(0)−4g(0)a(0)]α2β

+ c6αβ 2 + c1h(0)α2 +
1
2

c2q′(0),

β ′ = [g′(0)−g(0)a(0)]αβ 2 +g(0)α2β

+ c1h(0)αβ +
1
2

c2q(0).

3)方程

ut = (g(x)euux)x + c1h(x)euux (20)
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容许广义条件对称 η = uxx +u2
x +a(x)ux,其中函数

g(x), h(x), a(x)满足下面的约束条件

h′−ha = 0,

g′′−2g′a−ga′+ga2 = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0.

解得

h(x) = c2 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

g(x) = (c3x+ c4)exp
(∫ x

a(s)ds
)
.

那么方程 (20)的精确解为

u(x, t) = ln
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy

+β (t)] ,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = [c1h(0)−g′(0)−g(0)a(0)]α2

+2g′(0)α2β ,

β ′ = [g′(0)−g(0)a(0)+ c1h(0)]αβ .

4)方程

ut = (g(x)euux)x + c1h(x)euux + c2q(x)e−u (21)

容许广义条件对称 η = uxx +u2
x +a(x)ux,其中函数

g(x), h(x), q(x), a(x)满足下面的约束条件

h′−ha = 0,

q′′+q′a = 0,

g′′−2g′a−ga′+ga2 = 0,

(g′′−2g′a−ga′+ga2)′ = 0.

解得

h(x) = c3 exp
(∫ x

a(s)ds
)
,

q(x) = c4

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c5,

g(x) = (c6x+ c7)exp
(∫ x

a(s)ds
)
.

那么方程 (21)的精确解为

u(x, t) = ln
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy

+β (t)] ,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = [c1h(0)−g′(0)−g(0)a(0)]α2

+2g′(0)α2β + c2q′(0),

β ′ = [g′(0)−g(0)a(0)+ c1h(0)]αβ + c2q(0).

5)方程

ut = (g(x)euux)x

+ c1h(x)ux

∫ u
es · s−1ds (22)

容许广义条件对称 η = uxx +

(
1− 1

u

)
u2

x + a(x)ux,

其中函数 g(x), h(x), a(x)满足下面的约束条件:

g′−ga = 0,

h′′− (ha)′ = 0,

2h′−2ha−ga′ = 0,

g′′−2g′a+ga2 −ga′ = 0.

解得

h(x) =
[∫ x

c2 exp
(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c3

]
× exp

(∫ x
a(s)ds

)
,

g(x) =
∫ x 2c2a(s)

a′(s)
ds+ c3, a′(x) ̸= 0.

那么方程 (22)的精确解为

u(x, t) =U−1
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy

+β (t)] ,

U(u) =
∫ u

es · s−1ds,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = [c1h(0)+2g′(0)−3g(0)a(0)]α2

+ c1(h′−ha)α3β ,

β ′ = g(0)α2 + c1h(0)αβ .

6)方程

ut = (g(x)euux)x

+ c1h(x)ux

∫ u
es · s−1ds

+ c2q(x)ue−u (23)
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容许广义条件对称 η = uxx +

(
1− 1

u

)
u2

x + a(x)ux,

其中函数 g(x), h(x), q(x), a(x) 满足下面的约束

条件:

g′−ga = 0,

q′′+q′a = 0,

h′′− (ha)′ = 0,

2h′−2ha−ga′ = 0,

g′′−2g′a+ga2 −ga′ = 0.

解得

h(x) =
[∫ x

c3 exp
(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c4

]
× exp

(∫ x
a(s)ds

)
,

q(x) = c5

∫ x
exp

(
−
∫ y

a(s)ds
)

dy+ c6,

g(x) =
∫ x 2c3a(s)

a′(s)
ds+ c7, a′(x) ̸= 0.

那么方程 (23)的精确解为

u(x, t) =U−1
[

α(t)
∫ x

0
exp

(
−
∫ y

0
a(s)ds

)
dy+β (t)

]
,

U(u) =
∫ u

es · s−1ds,

其中 α(t)和 β (t)满足二维动力系统

α ′ = [c1h(0)+2g′(0)−3g(0)a(0)]α2

+ c1(h′−ha)α3β + c2q′(0),

β ′ = g(0)α2 + c1h(0)αβ + c2q(0).

说明 1 在情形 2 的 6) 中, 当 a′(x) = 0, 则

a(x) = c0, 则由约束条件得 g(x) = h(x) = c3ec0x,

q(x) = c4e−c0x, 特别地, 当 c0 = 0 时, 方程 (2) 退

化为常系数方程

ut = (c3euux)x + c1c3

∫ u
es · s−1dsux

+ c2c4ue−u,

广义条件对称 (6)变成

η = uxx +

(
1− 1

u

)
u2

x ,

由 η = 0得此方程的精确解为

u(x, t) =U−1(α(t)x+β (t)),

U(u) =
∫ u

es · s−1ds.

这个精确解的形式与文献 [27]中 (5.26)式结果一

样,说明本文所得变系数偏微分方程的精确解包含

了与其对应的常系数偏微分方程的解.

4 结 论

本文利用二阶广义条件对称 (6)从 D(u) = um

和 D(u) = eu 两种情形对方程 (2) 进行对称约

化, 得到了一些与约化后的方程相对应的精确

解, 这些解具有广义泛函分离变量形式: U(u) =

c1(t)g1(x) + c2(t). 在一般情况下, 这些精确解是

不能由 Lie 点对称和非 Lie 点对称得到的. 在文

献 [28]中提到高阶的广义条件对称

η = [U(u)]nx +a1(x)[U(u)](n−1)x

+ · · ·+an(x)U(u),

通过变换 U(u) = v,可把方程具有广义泛函分离变

量形式的解变成了广义分离变量形式的解

v = c1(t)g1(x)+ c2(t)g2(x)

+ · · ·+ cn(t)gn(x),

这些广义分离变量解可由与广义条件对称相关的

不变子空间方法获得. 所以,我们将利用高阶的广

义条件对称研究方程 (2), 相信会得到一些新的有

意思的精确解.
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Abstract
The nonlinear diffusion-convection equation f (x)ut = (g(x)D(u)ux)x + h(x)P(u)ux + q(x)Q(u) with variable coefficients and

source term has been studied. This equation is symmetrically reduced by the generalized conditional symmetry method. Some exact
solutions to the resulting equations are constructed, with the diffusion terms D(u) = um(m ̸= −1,0,1) and D(u) = eu. These exact
solutions are also the generalized functional separable solutions. Solutions to the equation with constant coefficients are covered by
those exact solutions to the equation with variable coefficients.
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