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研究第一积分、Hojman方法及 Birkhoff方程之间的内在联系. Hojman方法构造的 Birkhoff函数 (组)满足的

一个特定关系, 对此关系加以分析得到更为一般的广义 Hojman 方法. 再将此关系与 Birkhoff 方程相结合, 导出

Birkhoff系统 Hojman意义下的循环积分. 举例说明结论的应用.

关键词: Birkhoff系统, Hojman方法,广义 Hojman方法,循环积分

PACS: 02.30.Zz, 45.05.+x, 45.10.–b DOI: 10.7498/aps.62.090205

1 引 言

经过近 40年的发展, Birkhoff力学 [1,2] 在诸如

构造方法 [3−7]、几何描述 [8−12]、对称性与守恒

量 [13−19]、数值计算方法 [20,21] 及广义 Birkhoff

系统 [22−25] 等方面取得了一系列重要进展. 作为

Hamilton 力学的自然推广, Birkhoff 力学具有更广

泛的普适性. 在强调变换过程中保持物理量的物

理意义时, Birkhoff表示可以实现本质非自伴随系

统的自伴随化 [2], 而 Lagrange 表示或 Hamilton 表

示却无法做到. 因此, 将实际动力学问题纳入到

Birkhoff 系统来考虑要比在 Hamilton 体系中考虑

更有优势. 这使得如何构造动力学系统的 Birkhoff

表示成为一个关键问题.

Hojman 方法 [2,3] 是构造可积系统 Birkhoff 表

示的经典方法之一, 该方法计算简便、实用性强,

但 Hojman方法的现有形式仅是满足 Birkhoff方程

的一种特殊取法, 没有涵盖更为一般的情况. 本文

对 Hojman方法做进一步讨论,突出第一积分在构

造 Birkhoff 表示上的重要作用, 并将 Hojman 方法

推广为更具一般性的广义形式.

2 Birkhoff方程及 Hojman方法

一般非自治 Birkhoff方程为 [2](
∂Rν (t,a)

∂aµ −
∂Rµ (t,a)

∂aν

)
ȧν

−
(

∂B(t,a)
∂aµ +

∂Rµ (t,a)
∂ t

)
= 0,

(µ ,ν = 1, · · · ,2n) . (1)

其中 B(t,a)为 Birkhoff函数, Rµ (t,a)为 Birkhoff函
数组. 式中对重复指标求和 (下同).
方程 (1)还可写为

Ωµν (t,a) ȧν −
(

∂B(t,a)
∂aµ +

∂Rµ (t,a)
∂ t

)
= 0. (2)

其中

Ωµν =
∂Rν
∂aµ −

∂Rµ

∂aν (3)

称为 Birkhoff张量.
假设动力学系统已表示为标准一阶形式

ȧν = Ξν(t,a), (ν = 1, · · · ,2n) . (4)

那么,只要构造出适当的函数 B和 Rµ ,总可以将其
表为 Birkhoff方程 (1)的形式. 对于可积系统,常用
Hojman方法构造所需的函数 B和 Rµ .
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Hojman方法 [2−4]: 假设已求得系统 2n个独立
的第一积分 Iµ(t,a), 那么 Birkhoff 函数组 Rµ (t,a)
由下式确定:

Rµ (t,a) = Gα
∂ Iα

∂aµ , (5a)

而 Birkhoff函数 B(t,a)为

B(t,a) =−Gα
∂ Iα

∂ t
, (5b)

其中 2n个函数 Gα = Gα(I(a))满足

det
(

∂Gα

∂ Iβ −
∂Gβ

∂ Iα

)
̸= 0. (6)

3 构造 Birkhoff 表示的广义 Hojman
方法

Hojman方法表明: 对于给定的动力学系统 (4),
若 2n个独立的第一积分 Iµ(t,a)已知,则其Birkhoff
表示所需的函数 B和 Rµ 可按 (5)式计算,并且通过
改变 Gα 的取值可以得到多组不同的函数 B和 Rµ ,
但对于每一组选定的 Iα(t,a)和 Gα , 由 (5)式只能
得到唯一的一组函数 B和 Rµ .

(5) 式显示了 Hojman 方法对第一积分的直接
依赖性. 事实上,第一积分在 Hojman方法中所起的
重要作用还可通过以下分析看出.

1)用 Hojman方法构造的 B和 Rµ 总满足如下

关系:
B(t,a) = Rν ȧν . (7)

证明 由于 Iα 是系统的第一积分,故有
dIα

dt
=

∂ Iα

∂ t
+

∂ Iα

∂aν ȧν = 0. (8)

两端同乘以满足 (6)式的 Gα 得

Gα
∂ Iα

∂ t
+Gα

∂ Iα

∂aν ȧν = 0. (9)

将 (5)式代入上式即得 (7)式.
2) Hojman方法的一般形式.
注意到Hojman方法 (5)只是满足关系式 (7)的

一组解,应该存在比 (5)式更为一般的形式作为 (7)
式的解. 事实上 Hojman方法可以更一般的写为

Rµ (t,a) = φα
∂ψα

∂aµ ,

B(t,a) =−φα
∂ψα

∂ t
.

(10)

其中 ψα = ψα(I(a)), φα = φα(I(a))且满足

det
(

∂φα

∂ Iβ −
∂φβ

∂ Iα

)
̸= 0. (11)

显然,当取 φα = Gα , ψα = Iα 时, (10)式退化为 (5)
式. 因此, 称 (5) 式为 Hojman 方法的第一形式 (以
下简称第一形式),称 (10)式为 Hojman方法的一般
形式 (以下简称一般形式),相应的构造方法称为广
义 Hojman方法.
下面证明 Hojman 方法的一般形式 (10) 使得

Birkhoff方程恒成立. 将 (10)式代入 Birkhoff方程
(1)得[

∂
∂aµ

(
φα

∂ψα

∂aν

)
− ∂

∂aν

(
φα

∂ψα

∂aµ

)]
ȧν

−
[

∂
∂ t

(
φα

∂ψα

∂aµ

)
− ∂

∂aµ

(
φα

∂ψα

∂ t

)]
= 0, (12)

展开并整理得

∂φα
∂aµ

(
∂ψα

∂ t
+

∂ψα

∂aν ȧν
)

=

(
∂φα
∂ t

+
∂φα
∂aν ȧν

)
∂ψα

∂aµ , (13)

即

∂φα
∂aµ

dψα

dt
=

dφα
dt

∂ψα

∂aµ . (14)

再注意到 Iα 是系统的第一积分, ψα 和 φα 均是 Iα

的函数,故有

dφα
dt

=
∂φα

∂ Iα
dIα

dt
= 0, (15)

dψα

dt
=

∂ψα

∂ Iα
dIα

dt
= 0. (16)

由此知 (14)式 (因而 (12)式)恒成立.
此外,容易证明 (10)式给出的 B和 Rµ 也满足

(7)式. 进一步,在 (10)式中若取 φα = Iα , ψα = Gα ,
则有

R̃µ (t,a) = Iα
∂Gα

∂aµ ,

B̃(t,a) =−Iα
∂Gα

∂ t
.

(17)

显然,将 (5)式中的 Gα 与 Iα 对换即得上式. 对应于
Hojman第一形式 (5), 称 (17)式为 Hojman方法的
第二形式 (以下简称第二形式). 一般来说, 由第一
形式 (5)得到的

(
B,Rµ

)
与由第二形式 (17)得到的(

B̃, R̃µ
)
不同,这表明对每一组选定的 Iα(t,a)和Gα ,

利用广义 Hojman方法可以得到不同的 Birkhoff函
数且满足 (

B+ B̃
)
=
(
Rµ + R̃µ

)
ȧµ . (18)

事实上, 此关系可以推广到由广义 Hojman方法给
出的任意多组函数 B和 Rµ 上.
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3) Birkhoff系统 Hojman意义下的循环坐标和
循环积分.
将 (7)式代入 Birkhoff方程 (1)展开并整理得

dRρ

dt
=−Rν

∂ ȧν

∂aρ . (19)

显然, 当 ȧν = Ξ ν 不显含变量 aρ 时, 相应的 Rρ =

const. 是系统的第一积分. 称 aρ 为 Hojman意义下
的循环坐标,而 Rρ = const. 为相应的 Hojman意义
下的循环积分.

4 Whittaker 方程的 Birkhoff 表示及其
循环积分

例 用 Hojman方法和广义 Hojman方法构造
Whittaker方程 [1]

ẍ− x = 0, ÿ− ẋ = 0 (20)

的 Birkhoff函数 B和 Rµ ,并验证两种方法具有的三
条性质.
令

a1 = x, a2 = y,

a3 = ẋ, a4 = ẏ, (21)

则系统 (20)可表为如下标准一阶形式:

ȧ1 = a3, ȧ2 = a4,

ȧ3 = a1, ȧ4 = a3. (22)

容易找到 4个独立的第一积分

I1 = (a1 +a3)e−t , I2 = (a1 −a3)et ,

I3 = a4 −a1, I4 = a3 +a4t −a2 −a1t.
(23)

取满足条件 (6)的 Gα 为

G1 = I2, G2 =−I1,

G3 =−I4,G4 = I3, (24)

则由 Hojman方法 (5)可求得 Rµ 为

R1 =−a2 −a3, R2 = a1 −a4,

R3 = a1 +a4, R4 = a2 −a3. (25)

Birkhoff函数为

B = (a1)2 −2(a3)2 − (a4)2 +2a1a4. (26)

容易验证, 此组 B 和 Rµ 满足等量关系 (7) 和
Birkhoff 方程 (1). 由于系统的一阶形式 (22) 不
含坐标 a2 且关于 R2 有

dR2

dt
= ȧ1 − ȧ4 = ÿ− ẋ ≡ 0. (27)

此即说明当 a2 是循环坐标时, R2 = const. 是系统
Hojman意义下的循环积分.

由广义 Hojman方法知,对选定的同一组 Iα 与

Gα (即 (23), (24)式),还可按 (17)式求得另外一组 B

和 Rµ . 将 (23), (24)式代入 (17)式易得

R̃1 = 2e−t(a1 +a4)(a1 +a3)+a2 −a1,

R̃2 = a4 −a1,

R̃3 =−4e−t(a1 +a3)a3 +a3 −a4,

R̃4 = 2e−t(a1 −a4)(a1 +a3)+a3 −a2.

(28)

而 Birkhoff函数为

B̃ = (a3)2 +(a4)2 −2a1a4. (29)

容易验证, 函数 B̃ 和 R̃µ 也满足等量关系 (7) 和
Birkhoff方程 (1). 同时函数 R̃2 = const. 也是系统的
循环积分,且

(
B,Rµ

)
与

(
B̃, R̃µ

)
满足 (18)式.

5 结 论

文章主要讨论了 Hojman 方法、广义 Hojman
方法及 Birkhoff 系统 Hojman 意义下的循环坐标
和循环积分. 利用系统所具有的对称性来构造
Birkhoff函数 B和 Rµ 是 Hojman方法的主要特点,
其另一个特点是所构造的函数 B 和 Rµ 总满足关

系式 (7). 对 (7) 式的解加以分析即可得出构造
Birkhoff函数的广义 Hojman方法. 从广义 Hojman
方法出发则容易得到 Hojman方法的第二形式. 最
后, 将关系式 (7) 与 Birkhoff 方程相结合则可导出
Birkhoff意义下的循环坐标和循环积分.
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Abstract
We have investigated the internal relation among the first integral, Hojman’s method and Birkhoff’s equations. There is a special

equivalent relationship between Birkhoffian and Birkhoffian functions constructed by Hojman’s method, and from this we can derive a
more general form of Hojman’s method. Then, combining the special equivalent relationship and Birkhoff’s equations, we can derive
the cyclic integral in Birkhoffian sense. An example is given to illustrate the application of the results.
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