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时域磁场积分方程时间步进算法稳定性研究*
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从时域磁场积分方程时间步进算法出发,结合范数概念,从理论上推导得到了感应电流稳定的充分条件.满足

该条件,可以保证任何形式的入射波入射时,计算结果都后时稳定. 同时通过推导得到了表征感应电流递推关系的

因子,该因子的大小可以表征感应电流收敛性的相对好坏.最后通过数值算例验证了感应电流稳定的充分条件,以

及利用本文推导的感应电流递推因子表征感应电流后时稳定性的准确性.
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1 引 言

时域积分方程 (TDIE)方法 [1−4] 作为分析瞬态

电磁波动现象最主要的数值算法之一,在计算均匀
散射体或表面散射体时,具有计算精度高、未知量
数目较少、自动满足辐射条件等优点. 然而, 求解
时域积分方程的时间步进 (MOT)算法存在计算量
和存储量大, 后时不稳定等缺点. 各类基于 MOT
算法的快速算法研究一直是 TDIE 方法研究的热
点, 其中时域平面波展开 (PWTD)[5,6] 算法的提出,
使 TDIE方法的存储与计算效率得到大幅提高,在
TDIE方法的计算能力方面有了较大突破. 关于改
进 MOT算法后时不稳定的研究也有很多, 具体方
法包括: 精确计算时域阻抗元素 [7],采用新型时间
基函数 [8] 等. 但这些方法并非解决MOT算法后时
不稳定的通用方法, 它们都具有一定的适用条件,
这是由于 MOT算法本身并非无条件稳定的. 而目
前关于 MOT算法本身稳定条件的研究还很少, 不
仅每种改进算法的适用条件很难得到, 甚至很难
定量判断 MOT算法计算结果稳定性的好坏.本文
针对时域磁场积分方程的 MOT算法, 结合范数概
念, 从理论上推导得到了时域磁场积分方程 MOT
算法稳定的充分条件.该条件仅与时域阻抗矩阵相

关,如果满足该条件,无论入射波是何种形式,都能
保证计算结果后时稳定, 同时可以根据已有时间
步的感应电流结果,得到已计算的感应电流收敛精
度, 以此作为计算终止的条件, 从而无需再计算晚
时响应,节省了计算时间. 通过推导同时得到了表
征感应电流递推关系的因子, 在不满足感应电流
稳定的充分条件时, 该因子的大小可以表征感应
电流收敛性的相对好坏,最后通过算例验证了上述
结论.

2 时域磁场积分方程 (TDMFIE) 及其
时间步进算法

假设闭合金属导体的表面为 S,其外法线方向
为 n̂,入射磁场为H inc(r, t),该磁场在理想导体表
面 S所产生的感应电流为 J(r, t),利用理想导体表
面磁场所满足的边界条件,可以得到时域磁场积分
方程 (TDMFIE)

n̂×H inc(r, t)

=
J(r, t)

2
− n̂× 1

µ
∇

×

 µ
4π

∫
s

J(r′, t −R/c)
R

dS′

 , ∀r ∈ S, (1)
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其中, R = |r−r′|为导体表面任意场点与源点之间
的距离, t −R/c为推迟时间, c = 1/

√µε 为电磁波
的传播速度, µ , ε 分别为周围媒质的介电常数和磁
导率.

利用MOT算法求解积分方程 (1),可以得到下
面的矩阵方程:

MH
0 ·Jk = V inc,H

k −
k−1

∑
l=1

MH
l ·Jk−l , (2)

其中

V inc,H
k (m) =

∫
Sm

fm(r) ·
(
n̂×H inc(r, tk)

)
dS, (3)

MH
l (m,n) =

T (l∆t)
2

∫
Sm

fm(r) ·fn(r)dS

− 1
4π

∫
Sm

∫
Sn

fm(r) ·

[
n̂×fn(r

′)

× R̂

(
T (t)
R2 +

1
cR

∂T (t)
∂ t

)∣∣∣∣
t=l∆t− R

c

]
×dS′dS, (4)

T (t)为时间基函数, fn(r)为空间基函数. 矩阵方程
(2)是时间步进算法的基础: 该算法就是通过在时
间步上递推求解方程 (2)来获得所需的每一时间步
上的感应电流 Jk.

3 时域磁场积分方程时间步进算法稳
定性条件

根据文献 [9] 关于时域磁场积分方程 MOT
算法阻抗矩阵的性质, 若记 N = int(R/c∆t)+ 1, 当
0 6 l 6 N 时, MH

l 是随参数 l 变化的矩阵, 而当
l > N 时, MH

l 为零矩阵. 将矩阵方程 (2)做适当变
化,并假设时刻 k > N,可以得到

Jk =
(
MH

0
)−1 ·V inc,H

k

−
(
MH

0
)−1 ·

N

∑
l=1

MH
l ·Jk−l

=G0,0(M
H) ·V inc,H

k

+
N

∑
l=1

Fl,0(M
H) ·Jk−l , (5)

Jk+1 =
(
MH

0
)−1 ·V inc,H

k+1

−
(
MH

0
)−1 ·

N

∑
l=1

MH
l ·Jk+1−l

=
(
MH

0
)−1 ·V inc,H

k+1

−
(
MH

0
)−1 ·MH

1 ·
(
MH

0
)−1 ·V inc,H

k

−
N−1

∑
l=1

(
(
MH

0
)−1 ·MH

l+1

−
(
MH

0
)−1 ·MH

1 ·
(
MH

0
)−1 ·MH

l ) ·Jk−l

+
(
MH

0
)−1 ·MH

1 ·
(
MH

0
)−1 ·MH

N ·Jk−N

=
1

∑
l=0

Gl,1(M
H) ·V inc,H

k+l

+
N

∑
l=1

Fl,1(M
H) ·Jk−l , (6)

· · · · · ·

由此可以得到

Jk+a =
a

∑
l=0

Gl,a(M
H) ·V inc,H

k+l

+
N

∑
l=1

Fl,a(M
H) ·Jk−l ,

(a = 0,1, · · ·), (7)

其中Gl,a(M
H), Fl,a(M

H)为与参数 l,a相关的,对

MH
m (m = 0,1, · · · ,N) 进行矩阵运算的计算式. 对

(7)式取相容的算子范数,并经过推导可以得到

∥Jk+a∥=

∥∥∥∥∥ a

∑
l=0

Gl,a(M
H) ·V inc,H

k+l

+
N

∑
l=1

Fl,a(M
H) ·Jk−l

∥∥∥∥∥
6

a

∑
l=0

∥∥Gl,a(M
H)
∥∥∥∥∥V inc,H

k+l

∥∥∥
+

N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥∥Jk−l∥. (8)

根据入射波的特性,当 k 很大时,
∥∥∥V inc,H

k+l

∥∥∥→ 0. 因

此可以得到当 k很大时,

∥Jk+a∥6
N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥∥Jk−l∥. (9)

实际上,根据 (5)式可知,感应电流 Jk 取决于入射

波的贡献 (等式右边第一项)与前面时刻感应电流

的累积 (等式右边第二项), 当 k 很大时, 入射波的

贡献很小 (第 4部分数值算例中将给出),因此感应

电流 Jk 的稳定性主要取决于前面时刻电流的累

积,这也是MOT算法稳定性普遍认可的结论.若记

max{∥Jk−l∥ , l = 1,2, · · · ,N} = Jk,max, 那么 (9)式可
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以变为

∥Jk+a∥6 Jk,max

N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥. (10)

同理可以得到

∥Jk+1+a∥6 Jk+1,max

N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥ · · ·∥Jk+2a∥

6 Jk+a,max

N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥, (11)

其中
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥与参数 k无关,

max
{∥∥Jk+p−l

∥∥ , l = 1,2, · · · ,N
}
= Jk+p,max

(p = 0,1, · · · ,a).

若记

max
{∥∥Jq

∥∥ ,q = k−N,k−N +1, · · · ,k+a−1
}

= Jqmax,

那么有 Jk+p,max 6 Jqmax (p = 0,1, · · · ,a). 若满足条

件
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥< 1,可以得到

∥Jk+a∥6 Jk,max
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥6 Jqmax,

...

∥Jk+2a∥6 Jk+a,max
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥6 Jqmax,

∥Jk+1+2a∥6 max
(
Jk+a,max,∥Jk+a∥

)
×

N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥6 Jqmax,

∥Jk+2+2a∥6 max(Jqmax,∥Jk+a+1∥)

×
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥6 Jqmax,

...

∥Jk+a+n∥6 Jqmax(n = 0,1, · · ·).

(12)

因此条件

N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥< 1 (13)

为感应电流稳定的充分条件. 通过以上推导可以
看出,对于任意的 a满足条件 (13), 都有 (12)式的
结论, 即可判断感应电流稳定. 并且当 k′ > k + a

时,有 ∥Jk′∥6 Jqmax,根据此结论,可以仅计算 k+a

时刻前的感应电流, 即可满足收敛精度小于 Jqmax.
Fl,a(M

H)的计算可以通过以下递推关系得到:

Fl,a(M
H)

=



−
(
MH

0
)−1 ·MH

l , a = 0,

−
a
∑

v=1

(
MH

0
)−1 ·MH

v ·Fl,a−v(M
H)

−
(
MH

0
)−1

MH
a+l , 0 < a < N,

−
N
∑

v=1

(
MH

0
)−1 ·MH

v

×Fl,a−v(M
H), a > N.

(14)

但是在实际计算中, 很难计算 a 取值较大时的
Fl,a(M

H), 并且条件 (13) 是感应电流稳定的充分
条件,即无论入射波是何种形式,感应电流均稳定,
对于某一入射波的情况, 不满足条件 (13), 感应电
流仍有可能收敛. 因此, 一般情况下只计算 a 较

小时
N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥ 的值, 即使不满足条件 (13),

N
∑

l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥也是表征电流递推关系的因子, 它

的大小可以表征感应电流收敛性的相对好坏.

4 数值算例

本节中,采用的入射高斯脉冲表达式为

Einc(r, t) =
4x̂

T
√
π

exp
(
−γ2) , (15)

其中 γ = 4(ct − ctw −r ·k)/T ,入射方向 k = ẑ,脉冲
宽度 T = 4 m.
采用的入射调制高斯脉冲表达式为

Einc(r, t) = x̂cos
[

2π f0

(
t − r ·k

c

)]
× exp

{
−1

2

(
ct − ctw −r ·k

cσ

)2
}
, (16)

其中入射方向 k = ẑ, σ = 6/(2π fw), f0 = 150 MHz,
fw = 100 MHz, tw = 3.5σ .
并令

Aa =
N

∑
l=1

∥∥Fl,a(M
H)
∥∥

2, (17)

其中算子范数 ∥·∥2 为矩阵的谱范数.
首先验证本文实现的时域磁场积分方程时间

步进算法的准确性. 算例是半径为 0.5 m、中心位
于原点的理想导体球,导体球被剖分为 400个三角
形单元, 未知电流数目为 600 个. 入射波为高斯平
面波 (如 (15)式所示,其最高频率 fmax = 180 MHz,
为高斯平面波频谱相对幅度下降为 2%时的频率),
时间步长 ∆t = 0.2 ns. 图 1给出了利用本文实现的
TDMFIE-MOT算法计算的时域响应再进行傅里叶
变换得到的双站雷达散射截面 (RCS) 与球的 Mie
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解析解的比较,从图中可以看出各频点上的计算结
果与Mie解析结果符合得都比较好,验证了本文实
现的 TDMFIE-MOT算法的正确性.

图 1 利用 TDMFIE-MOT算法计算金属球各频点双站 RCS与Mie
级数解的对比 (a)频率为 30 MHz; (b)频率为 100 MHz; (c)频率为
180 MHz

然后通过算例对本文推导出的电流递推因子

Aa 做相关讨论.同样计算半径为 0.5 m、中心位于
原点的理想导体球. 当入射波为高斯脉冲 (如 (15)
式所示)时, 图 2给出了仅有入射波贡献而不考虑
感应电流累积 (即只考虑矩阵方程 (2)右端第一项
的贡献)的情况下,与利用 TDMFIE-MOT算法时间
步长分别取 0.4 ns, 0.7 ns, 1.0 ns时,计算的位于球面
(0.5 m, 0, 0) 处的感应电流结果, 从图中可以看出,
入射波的贡献在时间 t 较大 (t > 100 ns)时已非常
小,说明感应电流后时稳定性主要取决于矩阵方程

(2) 右端第二项的贡献, 即前面时刻感应电流的累
积.图 3给出了入射波为 (16)式所示调制高斯脉冲,
利用TDMFIE-MOT算法时间步长分别取 0.4 ns, 0.7
ns, 1.0 ns时,计算的位于球面 (0.5 m, 0, 0)处的感应
电流结果.图 3中感应电流后时稳定性结果与入射
波为高斯脉冲时的结果类似,都具有相近的后时收
敛性.
图 4给出了时间步长分别取 0.4 ns, 0.7 ns, 1.0

ns时,电流递推因子 Aa的计算曲线 (Aa与入射波无

关).从图中可以看出,随着 a取值的增大, Aa具有减

小的趋势,当时间步长 ∆t = 1.0 ns, a = 5时,已满足
Aa < 1 的条件, 根据第 3 部分的推导, 可以得到感
应电流稳定不会出现后时发散的结论.从图 2与图
3中可以看到,无论入射波为高斯脉冲还是调制高
斯脉冲,感应电流后时均收敛,验证了上述结论.同
时以入射波为高斯脉冲为例,如果假设计算精度要
求为 1.0×10−5,根据计算结果,当 k = 100, · · · ,110
时,有 Jqmax < 1.0×10−5,根据第 3部分的结论,可
以得到 k > 110时,有 ∥Jk∥2 < 1.0×10−5,那么只需
计算 110个时间步长的感应电流即可达到要求.

图 2 入射波为高斯脉冲,中心位于原点、半径 0.5 m的理想导体
球表面 (0.5 m, 0, 0)处的感应电流计算结果 (仅考虑入射波贡献,与
利用 TDMFIE-MOT算法时间步长分别取 0.4 ns, 0.7 ns, 1.0 ns时的
比较)

当计算的 Aa (a 6 10)不满足条件 (13)式时,通
过算例验证 Aa 大小可以表征感应电流稳定性的相

对好坏.由于不同情况下 Aa 随参数 a减小的趋势

不同, 为更具有普遍性, 这里以 A0 作为判断标准.
在上一个算例中,当时间步长分别取 0.4 ns, 0.7 ns,
1.0 ns时, A0 分别为 2.6763, 2.3671, 1.5109. 从图 2
与图 3中可以看出, A0 越小对应的感应电流收敛性

越好,后时越稳定.
再利用 TDMFIE-MOT算法计算边长为 1.0 m,

中心位于原点的立方体,立方体被剖分为 240个三
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角形单元, 未知电流数目为 360 个. 入射波为 (15)
式所表述的高斯平面波.图 5给出了时间步长分别
取 0.3 ns, 0.5 ns, 0.7 ns时,位于立方体表面 (0.5 m,
0, 0) 处的感应电流计算结果. 时间步长 0.3 ns, 0.5
ns, 0.7 ns 所对应 A0 的大小分别为 5.5824, 4.1338,
3.5608,可以看出 A0 越大时,对应的感应电流收敛
性越差, 当时间步长 ∆t = 0.3 ns时, 感应电流计算
结果已经发散.

图 3 入射波为调制高斯脉冲,中心位于原点、半径 0.5 m的理想
导体球表面 (0.5 m, 0, 0)处的感应电流计算结果 (时间步长分别取
0.4 ns, 0.7 ns, 1.0 ns)

图 4 利用 TDMFIE-MOT算法计算中心位于原点、半径 0.5 m的
理想导体球时,电流递推因子 Aa 随参数 a的变化曲线 (时间步长分
别取 0.4 ns, 0.7 ns, 1.0 ns)

图 5 入射波为高斯脉冲,中心位于原点、边长 1 m的立方体表面
(0.5 m, 0, 0)处的感应电流计算结果 (时间步长分别取 0.3 ns, 0.5 ns,
0.7 ns)

图 6给出了入射波为 (15)式所述的高斯平面
波,采用 TDMFIE-MOT算法,导体球目标时间步长
分别取 0.2 ns和 0.4 ns以及立方体目标时间步长分
别取 0.5 ns与 0.7 ns的感应电流后时稳定性结果比
较,球目标时间步长 ∆t = 0.2 ns时, A0 = 3.8353. 从
图中可以看出,当 A0 越小时,对应的感应电流收敛
性越好,后时越稳定,结论与同一目标的结果一致,
进一步验证了相同入射波的情况下, A0 值越小,对
应的感应电流收敛性越好.

图 6 入射波为高斯脉冲,半径 0.5 m的理想导体球时间步长分别
为 0.4 ns, 0.2 ns,以及边长 1 m的立方体时间步长分别为 0.7 ns, 0.5
ns时,感应电流后时稳定性结果比较

5 结 论

本文从理论上推导得到了时域磁场积分方程

时间步进算法感应电流稳定的充分条件,如果满足
该条件, 无论入射波是何种形式, 都能保证计算结
果后时稳定. 同时可以根据已有时间步的感应电流
结果, 得到已计算的感应电流收敛精度, 以此作为
计算终止的条件, 从而无需再计算晚时响应, 节省
了计算时间.
通过推导同时得到了表征感应电流递推关系

的因子,该因子的大小可以表征感应电流稳定性的
相对好坏. 在数值算例中, 先后验证了相同入射波
与目标、不同时间步长感应电流稳定性与该因子

的关系,以及相同入射波、不同目标与时间步长感
应电流稳定性与该因子的关系.
最后需要说明, 按照第三部分的推导, 任意相

容的算子范数都可以用于 (13)式的判断,相比之下
采用谱范数更适合 TDMFIE-MOT算法稳定性的判
断, 因为谱范数既可以体现矩阵所有元素的贡献,
又是与向量 2范数相容的最小的算子范数,因此采
用谱范数更为准确.
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Abstract
A sufficient stability condition for time-domain magnetic field integral equations (TDMFIE) based on marching on-in time (MOT)

algorithm is obtained through theoretical derivation using the norm. If the condition is satisfied, it can be ensured that the computa-
tional results will always be stable in late-time no matter what kind of incident wave is. Moreover, a factor expressing the recursive
relationship of the currents is obtained, which can represent the constringency of the currents. Finally, the sufficient stability condition
is validated by numerical results. Meanwhile, the numerical results also verify that the factor can be used to represent the stability of
the currents.
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