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初态对光波导阵列中连续量子行走影响的研究
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本文使用近邻耦合模型得到的解析解,分析了周期性波导中输入态对量子行走的粒子数的概率分布函数和二

阶相干性的影响.结果表明: 输入态的对称性质对量子行走过程的二阶相干度有影响,而对粒子数的概率分布函数

影响不大.
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1 引 言

由 Aharonov[1] 提出量子行走是与经典行走对
应的量子现象,可以二次方加速经典行走的运算速
度,量子行走后的粒子具有双正态分布、与初始状
态具有密切相关性等特性. 通过投币和移位算符
的作用, 量子行走可以形成一个任意大的相干态,
相干态赋予量子行走过程并行运算的能力. 目前
已有几个量子行走的算法出现,并且被广泛应用于
某些物理学方程 (狄拉克方程、马尔科夫性动力学
方程)的求解、空间搜索以及隐含子集的求解等问
题 [2,3]. 国内从事量子行走的研究工作人员在该领
域的理论和实验上都取得了较大的进展. Xue 等
人分析了捕陷的铯原子在一维光晶格中行走中的

退相干因素 [4], 近期该课题组又提出了高阶量子
行走的线性光学实现方案 [5]. Zhang 等人利用 Q-
Plates操纵波导中的模式跳变实现了几百步以上的
行走 [6].
量子行走的物理实现是当前研究量子行走的

一个热点. 周期性光波导阵列 (图 1) 具有易于集
成各类光量子器件、器件之间的耦合程度高、退

相干程度小和鲁棒性高等优势. 因而成为量子行
走很有竞争力的一类物理实现方案, Rai等 [7] 在理

论上分析了波导型光耦合器中的非经典光量子演

化问题. Perets等在实验上实现了光波导中的量子
行走, 指出光子通过光波导间耦合作用的实质是
连续量子行走 (CQW)[8]. Bromberg等 [9] 将耦合器

模型应用到周期阵列波导上,提出了描述周期阵列
波导的全量子理论-近邻耦合模型 (nearest-neighbor
couplings),该模型为耦合光波导阵列的光量子传输
提供了精确的解析解. 近期 Peruzzo[10], Sansoni[11]

和 Matthews[9,12] 等实验的结果充分验证了近邻耦

合模型的正确性. Solntsev 等 [13] 利用二阶非线性

效应实现了阵列波导中的量子行走,该实验将量子
行走与波导中的非线性光学联系起来,这必将给光
波导中的量子行走理论带来内涵丰富的、崭新的

研究内容.

图 1 N ×N 周期性光波导

初始状态对于量子动力学的演化过程影
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响巨大, 但以前的文献并没有讨论光波导阵列
量子行走动力学的初始状态问题. 本文在文献
研究基础上, 分析初始状态的对称性及输入端
口位置变化对光波导中量子行走动力学过程

的影响. 首先讨论了阵列波导中输入态的不同
类型, 分别对直积态和纠缠态进行了讨论, 并
定义了一个对称性参数, 以用于描述输入态的
特征. 其次利用近邻耦合模型的结果分析了
不同状态下输出态的概率分布和输出态的相

干度.

2 周期阵列波导输入态分类

量子光学中的常用量子态包括粒子数态、相

干态、光学压缩态等,为简化运算本文选取最基本
的粒子数态进行相关分析.当阵列波导输入光子处
于粒子数态时, 其入射位置可以任意选定, 因此周
期性阵列波导具有多种形式的输入状态.

1)任意两个及多个远离边界的输入端口,输入
无关联的光子态 ψin = |m⟩⊗|n⟩,此时初始状态为两
直积态.

2) 任意两个远离边界的输入端, 若输入纠

缠态,
∣∣Ψinput

⟩
=

1√
2

(
|MN⟩ jk + |NM⟩ jk

)
, 为降低计

算的复杂性, 同时不损失理论的一般性, 这里
把输入的纠缠态简化为最简单的纠缠态形式:∣∣Ψinput

⟩
=

1√
2

(
|10⟩ jk + |01⟩ jk

)
.

3 输入光子处于直积态时,均匀的周期
波导动力学分析

处于粒子数直积态 ψin = |m⟩⊗ |n⟩的无关联的
光子分别从 j,k两个端口入射到周期阵列波导. 我
们可以采用产生算符表示该态

ψin = |m⟩ j ⊗|n⟩k

=
1√

m!n!
(a†

j(0))
m(a†

k(0))
n |00⟩ jk , (1)

光波导的全量子理论在相互作用表象下可以由海

森伯方程给出,如果不考虑波导的损耗和热库噪声,
只考虑近邻波导之间的相互耦合作用,建立起来的
运动方程被称为近邻耦合模型 [1]. 由近邻耦合模型
出发,只要写出该体系的哈密顿量代入到海森伯方
程后就可以得到力学量 a†

m(z)a
†
n(z)的运动方程

i
da†

m(z)a
†
n(z)

dz

= 2βa†
m(z)a

†
n(z)+Ca†

m(z)a
†
n+1(z)

+Ca†
m(z)a

†
n−1(z)+Ca†

n(z)a
†
m+1(z)

+Ca†
n(z)a

†
m−1(z), (2)

β 是光波导的传播常数; C是邻近波导的耦合常数,
通常假设所有的近邻耦合都相同; a†

m 表示第 m个
波导中光子的产生算符.
因此时只有两个端口 ( j, k分支)有光子注入到

波导中,使用近邻耦合模型并忽略光波导中的损耗,
光子的运动方程的解为

a†
m(z) = eiβ z

[
im− jJm− j(2Cz)a†

j(0)

+im−kJm−k(2Cz)a†
k(0)

]
, (3)

这里的 Jn 为第 n阶 Bessel函数.
可以得到周期阵列波导第 m个分支的输出状

态上的光子数

Nm(z) =
⟨

a†
m(z)a

(
mz)

⟩
= (Jm− j(2Cz)Jm− j(2Cz)∗n j

+Jm−k(2Cz)Jm−k(2Cz)∗nk) , (4)

n j(0) 是波导的第 j 个分支中输入的光子数, nk(0)
是第 k 个分支中输入的光子数. 为分析方便, 令
S =

nl

nk
为对称参数,以反映从不同的分支输入的光

子的数量的比例关系,从而可以表示入射光子所处
量子态的一种对称性.
对于不考虑光子在波导中传输产生的损耗情

况,有 (4)可以得到分布概率

Pm =
Nm

n j +nk
. (5)

标准偏差反映了随机变量之间的弥散程度,应
用于基于量子行走的计算过程,标准偏差能够反映
出该计算过程的速度. 根据标准偏差的定义, 利用
上式中得到的概率分布不难得到量子行走的标准

偏差.
二阶相干度是能够反映光的量子性的重要的

参数, 下面我们先导出二阶相干函数, 再导出二阶
相干度⟨

a†
ma†

nanam
⟩
=
⟨

a†
ja

†
ja ja j

⟩
+
⟨

a†
ka†

kakak

⟩
+
⟨

a†
ja

†
kaka j

⟩(
1+ eiθ

)
+
⟨

a†
ka†

ja jak

⟩(
1+ eiθ

)
, (6)

θ 是第 j分支光子运动到 m,n分支与第 k分支光子
运动到 m,n分支之间的相位差,由于光子运动过程
中存在复杂的路径, 位相关系 eiθ 项求平均后为 0.
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因此对于粒子数态二阶相干函数可以化简为如下

形式:⟨
a†

ma†
nanam

⟩
= Jm− j(2Cz)Jn−k(2Cz)

× Jm− j(2Cz)∗Jn−k(2Cz)∗n2
j

+ Jm−k(2Cz)Jn− j(2Cz)

× Jm−k(2Cz)∗Jn− j(2Cz)∗n2
k . (7)

于是得到二阶相关度的表示为

g2
mn ≡

⟨
a†

ma†
nanam

⟩⟨
a†

mam

⟩⟨
a†

nan

⟩ . (8)

把 (4)和 (6)代入下面表示出二阶相关度的精确地
解析形式:

g2
mn = (Jm− j(2Cz)Jn−k(2Cz)

×Jm− j(2Cz)∗Jn−k(2Cz)∗n2
j

+Jm−k(2Cz)Jn− j(2Cz)

× Jm−k(2Cz)∗Jn− j(2Cz)∗n2
k
)

× ((Jm− j(2Cz)Jm− j(2Cz)∗n j

+Jm−k(2Cz)Jm−k(2Cz)∗nk)

×(Jn− j(2Cz)Jn− j(2Cz)∗n j

+Jn−k(2Cz)Jn−k(2Cz)∗nk))
−1 . (9)

本节我们得到了直积态下,量子行走的概率分
布函数和二阶相干度函数. 这两个函数对于分析量
子行走是非常重要的, 对于输出态来讲, 有了这两
个函数可以很容易的写出粒子数表象下的量子态.
这对于研究波导中的量子行走有着重要的意义.

4 输入光子处于纠缠态时,均匀的周期
波导动力学分析

处于纠缠态光子对的动力学演化特性是一个

重要的研究课题,这里我们通过简单的推导可以给
出一个精确的解析解.处于纠缠态光子对分别输入
到光波导的 j,k格子分支时,通过类似处理直积态
的方法,得到各个输出端口的概率分布:
假设注入到波导的第 j,k 格子中光子的初态

是
∣∣Ψinput

⟩
=

1√
2

(
|10⟩ jk + |01⟩ jk

)
这个初态的在物

理上可以解释成光子的路径态,借助于光子的产生
和消灭算符可进一步把该初态写成如下形式:∣∣Ψinput

⟩
=

1√
2

(
|10⟩ jk + |01⟩ jk

)
=

1√
2

[
(a†

j(0)+a†
k(0)

]
|00⟩ jk . (10)

当只考虑输入端的第 j 个端口有一个光子输

入时, a†
j(0) 在波导中演化后, 在第 m 个分支的产

生算符演化为 a†
m(z)I = eiβ z

[
im− jJm− j(2Cz)a†

j(0)
]
,

当只考虑输入端的第 k 个端口有一个光子输入

时, a†
k(0)演化后在第 m个分支的产生算符演化为

a†
m(z)II = eiβ z

[
im−kJm−k(2Cz)a†

k(0)
]
. 最后根据叠加

原理将上面得到的两部分相加,则可以计算出第 m

个分支的产生算符为

a†
m =

1√
2
(a†

m(z)I +a†
m(z)II), (11)

输出端第 m个波导中的光子数为

Nm =
⟨
a†

m(z)am(z)
⟩

=

⟨
1
2
(a†

m(z)I +a†
m(z)II)(am(z)I +am(z)II)

⟩
=

1
2

⟨{
eiβ z

[
im− jJm− j(2Cz)a†

j(0)
]

+eiβ z
[
im−kJm−k(2Cz)a†

k(0)
]}

·
{

e−iβ z [−im− jJm− j(2Cz)∗a j(0)
]

+e−iβ z
[
−im−kJm−k(2Cz)∗ak(0)

]}⟩
=

1
2

Jm− j(2Cz)Jm− j(2Cz)∗n j

+ Jm−k(2Cz)Jm−k(2Cz)∗nk. (12)

输出端任意的两个波导分支 m,n的二阶相关函数

可表示为 ⟨
a†

ma†
nanam

⟩
=

1
4

⟨
Jm− jJn− jJn− jJm− ja

†
ja

†
ja ja j

+Jm−kJn−kJn−kJm−ka†
ka†

kakak

+Jm− jJn−kJn−kJm− ja
†
ja

†
kaka j

+Jm−kJn− jJn− jJm−ka†
ka†

ja jak

⟩
=

1
4
(
Jm− jJn− jJn− jJm− jn2

j

+Jm−kJn−kJn−kJm−kn2
k

+Jm− jJn−kJn−kJm− jn jnk

+Jm−kJn− jJn− jJm−knkn j) . (13)

将 (12)和 (13)式代入到 (10)式就可以得到处于纠
缠态的光子在光波导中量子行走后,输出端各端口
之间的二阶相干度的表达式.

g2
mn =

(
1
4
(
Jm− jJn− jJn− jJm− jn2

j

+Jm−kJn−kJn−kJm−kn2
k
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+Jm− jJn−kJn−kJm− jn jnk

+Jm−kJn− jJn− jJm−knkn j))

× ((Jm− j(2Cz)Jm− j(2Cz)∗n j

+Jm−k(2Cz)Jm−k(2Cz)∗nk)

×(Jn− j(2Cz)Jn− j(2Cz)∗n j

+Jn−k(2Cz)Jn−k(2Cz)∗nk))
−1 . (14)

5 仿真结果与分析

方程 (4)和 (11)中唯一的一个参数就是耦合常
数,我们用硅的耦合常数 (C = 1.53×1011 Hz)作为
仿真参数, 仿真的结构如图 2所示, 其中图 2(a)和
(b)为输入端的对称参数分别为 S = 1和 S = 0.1时
周期阵列波导的输出端光子的分布概率的仿真结

果.图 2(c)和 (b)分别为 S = 1和 S = 0.1输出端口
间的二阶相关度分布情况的仿真结果.方程 (12)和

(14) 式分别表示输入光子处于纠缠态时光子的分
布概率和二阶相干度,仿真的结果在图 3中表示.
图 2(a), (b) 是输入光子分别在对称性参数为

S = 1 (对称性最高)和 S = 0.1 (代表不对称的情况)
时光波导输出端光子的分布概率.反映了两个端口
输入态的对称性越高, 光子的分布概率越集中, 反
之输入态对称性越差光子概率分布越均匀. 图 2(c),
(d)说明各端口之间的二阶相干度与输入态对称性
也有依赖关系, 输入态对称性较高时, 二阶相关度
全部小于 1,输入态对称性较低时,二阶相关度的值
的分布非常不均匀,大多数端口的二阶相关度的值
大于 1. 说明光子在对称性参数变化时关联特性出
现从负关联到正关联的变化.
图 3(a), (b)结果表明: 双光子的纠缠态量子行

走在输出端的光子数概率分布并没有明显的差异,
但是二阶相干度与直积态的量子行走在输出端的

分布是不同的.

图 2 (a) S = 1时输出端各端口光子的分布概率,纵坐标表示分布概率,横坐标表示端口标号; (b) S = 0.1时输出端各端口光子的分布
概率,纵坐标表示分布概率,横坐标表示端口标号; (c) S = 1时输出端各端口二阶相干度分布,纵坐标表示分布概率,横坐标表示端口标
号; (d) S = 0.1时输出端各端口二阶相干度分布,纵坐标表示分布概率,横坐标表示端口标号
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图 3 (a)纠缠态输入的条件下,输出端光子数分布; (b)纠缠态输入时,不同端口之间的二阶相关度分布

6 结 论

本文给出了阵列波导中量子行走过程进行分

析,分析了直积态和纠缠态两类量子态分别作为初

始状态时, 光波导阵列的动力学演化问题. 使用近

邻耦合模型推导了输出端光子分布概率的和不同

波导分支之间的二阶相干度精确地解析解. 1)对于

初始状态为直积态的情况,随着对称性参数 S的减

弱, 量子行走的输出端粒子数概率分布出现变化,

振荡的曲线也与前者不同.部分端口之间的二阶相

干度 g2
mn 值从小于 1的值变成大于 1的值,光子从

负关联特性变成部分正关联. 2)对于初始状态为纠

缠态时,输出端光子的分布概率和二阶相干度与直
积态下的情况非常相似.
基于光波导量子行走的实用化的量子仿真器

有可能被率先研制出来 [14,15], 但目前仍有一些问
题亟待研究,例如输入的初态特性、光波导的结构
特性以及边界条件等对该量子系统的影响等问题.
我们研究了其中的输入态的初态特性对光波导中

量子行走影响的问题. 另外, 本文的研究结果可为
基于连续量子行走的量子算法开发和验证提供物

理实现方案.又可为进一步研究光波导基本量子动
力学现象,例如高阶量子行走、退相干环境 [16] 下

的量子行走等方面的相关研究提供理论支持.
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Abstract
Continuous-time quantum random walk is constructed when photons propagate passing the branches of the waveguide array. It

is possible to make quantum simulator, based on the quantum walk in waveguides, on a commercial scale firstly, but there are still
some problems such as input state, the structure and boundary of the waveguides that should be treated at present. A nearest-neighbor
coupling model is used to deal with the question of coupled waveguides and an explicit analytical solution can be derived. Using
the analytical solution, we analyze the effects of input state on particle number probability distribution function and the second-order
coherence degree of the quantum walk process in periodic waveguides. The results show that the symmetry properties of the input
state would influence the distribution of second-order coherence degree, but have little effect on the probability distribution function.
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