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基于分数阶可停振动系统的周期
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本文建立了分数阶可停振动系统,其可停振动状态的改变对周期策动力敏感,对零均值随机微小扰动不敏感,

这事实上为周期未知微弱信号检测提供了一种新的高效检测方法和判别标准.与现有的利用混沌系统的大尺度周

期状态变化检测周期未知弱信号的方法需逐一尝试设置不同频率内置信号以便期望与待检周期信号发生共振不同,

利用分数阶可停振动系统的可停振动状态变化检测周期未知微弱信号的方法,除了同样具有因为状态变化对周期

信号的敏感性而能够实现极低检测门限的特点外,还具有混沌系统信号检测所不具有的优点: 1)无需预先估计待检

信号的周期; 2)无需计算系统状态的临界阈值; 3)可停振动状态可由本文设计的指数波动函数可靠地进行判断; 4)

通过系统微分阶数的变化,将检测系统层次化,从而可得到比整数阶检测系统更低的检测门限,特别是在色噪声环

境下,通过选取合适的微分阶数,基于分数阶可停振动系统的微弱周期信号检测法能够大幅度的降低检测门限,在

本文的仿真试验中,检测门限可达 –182 dB.
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1 引 言

微弱信号检测在信号检测领域占有重要的地

位. 传统的基于线性理论的检测方法在信号能量较

微弱的情况下潜力有限,检测门限已无多大的下降

空间 [1]. 而基于混沌控制的混沌检测则是以混沌系

统对参数的敏感性、对噪声的免疫性,周期摄动对

混沌的抑制性为基础,从本质上区别于传统的检测

方法, 从而也突破了原有的限制, 达到了极低的检

测门限 [2]. 因此,利用混沌振子检测微弱周期信号

的方法是近年来兴起的一个新的研究方向 [3−5]. 但

是,现行的混沌检测理论都是以动力系统从混沌状

态到大尺度周期状态这一状态变化过程对周期信

号的敏感性为基础,而这一状态变化过程本身就存

在模糊性, 不易定量描述或刻画, 使之难以在实际

检测中得到广泛应用 [6]. 于是,能否构造出一种系

统, 它的某种状态的变化对信号敏感, 对噪声不敏
感, 并且这个状态的变化易于描述, 便成为信号处
理领域内一个众所关注的问题.
基于以上考虑,发现 Hamilton系统中一类以概

率 1 渐进稳定的系统的性质更与我们上述思路相
符合;同时, 由于分数阶微分方程很适合刻画具有
记忆和遗传性质的过程,它对复杂系统的描述具有
建模简单、物理参数清楚、描述准确等优势 [7−13],
因此本文将分数阶算子引入检测系统,以期在更为
复杂的噪声背景下也能获得极低的检测门限.

2 分数阶可停振动系统检测理论

定义 1 设随机微分方程

DqX = F (X , t)+ eξ (t), X(t0) = x0, (1)

其中X , F 为二维矢量随机过程, q = (q1,q2)
T ∈ R

为微分方程阶数, ξ (t) 为系统输入的随机扰动, e
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为随机扰动幅度, η0 是其平凡解 (即 F (η0, t) = 0).
如果:

1) lim
∥x0−η0∥→0

P
{

lim
t→∞,e→0

∥X(t; t0,x0)−η0∥
}

= 1;
2)当系统 (1)的输入为周期信号时,系统有周

期或者拟周期解.
则称方程 (1) 所对应的系统为可停振动系统.

其中条件 1)表示系统在受到微小随机扰动时以概

率 1渐进稳定,本文将其对应的状态称为可停振动

状态.

由定义直接可知,可停振动系统的可停振动状

态变化对噪声不敏感对周期信号敏感. 因此, 可停

振动系统为未知微弱周期未知信号的检测提供了

一条新的思路.

图 1 分数阶可停振动系统检测模型

图 1 即为基于分数阶可停振动系统的未知周
期未知形式的微弱周期信号检测模型. 由于分数阶
停振系统的可停振动状态变化对噪声不敏感,对周
期信号敏感,因此通过系统的相平面轨迹可以在预
先未知信号周期的情况下判断系统输入是否含有

周期信号.
为了能更方便可靠地描述可停振动系统的可

停振动状态的变化, 本文为构造了一个可以量化
描述可停振动状态变化的度量函数——指数波动
函数:

V =



1−

∫ T

t0
(x(t)− x(t − τ))2 dt

M


α

,
∫ T

t0
(x(t)− x(t − τ))2 dt < M,

0,
∫ T

t0
(x(t)− x(t − τ))2 dt > M,

(2)

其中 x(t)为系统的输出, τ , t0, M, α , T 为给定的正

常数.不难发现,适当设置M的值,可以使V ∈ [0,1],

V 描述了当 t ∈ [t0,T ]时,输出信号 x(t)的波动程度,

V 越大,波动越小. 指数 α 是刻画波动程度差别的
尺度参数,增大 α 的取值,可以放大波动程度差别.

因此,仅通过计算 V 的值,就能够确定当前系统是

否处于可停振动状态,从而判断输入中是否含有周

期信号.一般可利用统计的方法确定检测阈值 ξ ,从

而对检测结果进行判断, 即当 V > ξ 时, 认为系统

处于可停振动状态, 输入中无周期信号; V 6 ξ 时,

认为系统不处于可停振动状态,输入中有周期信号.

本文提出了一种基于区间估计的直属波动函数检

测阈值确定方法.

假设背景噪声为 W (t), 将背景噪声输入系统

(图 1),即此时 i(t) = W (t),然后由系统输出计算出

相应的指数波动函数值 V . 由于W (t)为一随机过

程,所以 V 也为一随机过程. 当采样时间点取定时,

V 即为随机变量. 由于影响 V 的因素众多,不妨假

设 V 服从正态分布 [14],即 V ∼ N(µ ,σ2),则有:

定理 1 设 V 是系统输入为背景噪声时

系统输出的指数波动函数值, V 服从均值为

µ , 方差为 σ2 的正态分布, 即 V ∼ N(µ ,σ2);

V̄ 为来自 V 的容量为 n 的样本的样本均

值, S2 为样本方差, S =
√

S2. 则 V 以至少

0.9974(1−α)(1−β ) (0<α,β < 1)的概率落入区间(
V̄ − t1−α/2(n−1)

S√
n
−3

√
(n−1)S2

χ2
β/2(n−1)

,1

]
中.

证明 由抽样分布定理 [14] 知, µ 的置信度为
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1−α 的置信区间是(
V̄ − t1−α/2(n−1)

S√
n
,V̄ + t1−α/2(n−1)

S√
n

)
;

σ 的置信度为 1−β 的置信区间为(√
(n−1)S2

χ2
1−β/2(n−1)

,

√
(n−1)S2

χ2
β/2(n−1)

)
.

又由于 V 落入 3σ 区域的概率为 0.9974, V 的

取值范围为 [0,1], 则 V 的取值以至少 0.9974(1−
α)(1−β )的概率落入区间(

V̄ − t1−α
2
(n−1)

S√
n
−3

√
(n−1)S2

χ2
β/2(n−1)

,1

]
.

V 以至少 P0 的概率落入区间 (ξ ,1], 其中
0 < P0, ξ < 1, 即说明如果将检测阈值设为 ξ , 此
时检测的虚警概率不高于 1−P0,本文称 P0 为检测

阈值 ξ 的可靠度.

3 基于一类 Duffing 振子的可停振
动系统

3.1 基于一类整数阶 Duffing 振子的可停
振动系统

考虑由 Duffing 于 1918 年提出的一类硬弹簧
Duffing振子

ẍ(t)+ kẋ(t)− x+ x3 = i(t), (3)

其中 i(t)为系统输入, k为阻尼系数.
将 (3)式改写成一阶阶微分方程组形式, 并令

系统输入 i(t)为 Guass白噪声:

ẋ = y, ẏ =−ky+ x− x3 + eξ (t). (4)

设 k, e都为 ε 阶无穷小量 [15],则方程 (4)所示系统
的 Hamilton函数为

H =
y2

2
− x2

2
+

x4

4
.

所以其平均 Itô方程为

dH = m̄(H)dt + σ̄dB(t), (5)

其中 B(t)是标准Winner过程,

m̄(H) = e2D− k
∫ A

0

(
2H + x2 − x4

2

)1/2

dx/∫ A

0

(
∂H
∂y

)−1

dx ,

σ̄2(H) = 2e2D
∫ A

0

(
2H + x2 − x4

2

)1/2

dx/∫ A

0

(
∂H
∂y

)−1

dx,

A =
[
(1+4H)1/2 +1

]1/2
.

因此在 (4)式的平衡点 (±1,0),方程 (5)的 Lya-

punov指数为

λ = Re

((
m̄′(H)− (σ̄ ′(H))2

2

)
/2
∣∣∣∣
H=− 1

4

)
, (6)

则当 k > 0时, lim
e→0

λ < 0. 因此,当 k > 0时, Duffing

振子 (3)满足定义 1的条件 1)[15,16]. 又当 k > 0时,

系统输入为周期信号时, Duffing振子 (3)是耗散系

统 [6]. 所以,当 k > 0时, Duffing振子 (3)是可停振

动系统, 因此可以利用其对未知周期, 未知形式的

微弱周期信号进行检测.

考虑阻尼系数 k = 0.5时的 Duffing振子

ẍ(t)+ kẋ(t)− x+ x3 = i(t), (7)

i(t) 为系统输入. 本文信噪比计算公式为 SNR =

10× lg
PS

PW
, 其中 PS 表示不含噪声的信号功率, PW

表示噪声功率.

图 2 系统 (7)输入为 Guass白噪声 (a)系统输出时域轨迹; (b)系
统输出相轨迹

090501-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 9 (2013) 090501

图 3 系统 (7)输入为余弦信号 cos(t) (a)系统输出时域轨迹; (b)
系统输出相轨迹

图 4 系统 (7)输入为信噪比是 –21.78 dB的带噪余弦信号 (a)系
统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

图 2至图 5为系统输入分别为 Guass白噪声、
余弦信号 cos(t) 和不同信噪比的带有 Guass 白噪
声的余弦信号的时域和相平面轨迹. 当系统输入中

仅含有噪声时, 系统处于可停振动状态, 当系统输
入中含有周期信号时,系统立即从可停振动状态变
化为小尺度周期状态. 这就从仿真上也验证了系统
(7) 是可停振动状系统, 可以用于微弱未知周期信
号的检测.

图 5 系统 (7)输入为信噪比是 –50.01 dB的带噪余弦信号 (a)系
统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

3.2 基于一类分数阶振子的可停振动系统

由于分数阶微分方程很适合刻画具有记忆性

质的过程,它对复杂系统的描述具有建模简单、物
理参数清楚、描述准确等优势,为此我们将上面整
数阶可停振动系统推广到分数阶情形. 可停振动
性质与稳定性问题密切相关,系统有渐进稳定的解
轨迹是系统具有可停振动状态的充分条件 [6,15],因
此, 考虑到分数阶非线性系统稳定性问题的复杂
性 [17−21],下面先对分数阶非线性系统稳定状态的
定义以及相关定理作一简要介绍.
设有分数阶非线性系统

Dqx= f (x), x(0) = x0, (8)

其中 q = [q1,q2, · · · ,qn]
T, 0 < qi < 2, i = 1,2, · · · ,n.

f 是 n维向量函数, x ∈ Rn. 设 E∗ = (x∗
1,x

∗
2, · · · ,x∗

n)

是系统 (8)的平衡点,即 f(E∗) = 0.
定义 2[9] 如果

lim
t→0

∥x∥= 0,
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则称系统 (8)的解轨迹是渐进稳定的.
定理 2[22] 设分数阶非线性系统 (8) 的阶

数 q1 = q2 = · · · = qn = q, 若其 Jacobian 矩阵
J = ∂f/∂x 在平衡点 E∗ 处的所有特征值 λi(i =

1,2, · · · ,n)满足条件

|arg(λi)|> q
π

2
, i = 1,2, · · · ,n,

则当系统阶数为 q时,系统有渐进稳定的解轨迹.
定理 3[23] 设分数阶非线性系统 (8) 的阶数

q1 ̸= q2 ̸= · · · ≠ qn, qi =
vi

ui
, ui, vi ∈ Z+, 且 (ui,vi) =

1(i = 1,2, · · · ,n). 令 m 为所有 ui(i = 1,2, · · · ,n) 的
最小公倍数, γ =

1
m

, J 是系统的 Jacobian 矩阵

J = ∂f/∂x,如果有

|arg(λ )|> γ
π

2
,

其中 λ 是方程

det(diag{λ mq1 ,λ mq2 , · · · ,λ mqn}− J|E∗) = 0

的所有根,则系统有渐进稳定的解轨迹.
考虑分数阶 Duffing方程

Dq1x(t) = y,

Dq2y(t) =−ky+ x− x3,
(9)

其中 k > 0为阻尼系数, q1,q2 > 0,且 q1,q2 ∈ R. 本
文采用的分数阶微积分均为 Caputo定义下的分数
阶微积分 [24]. 当初值确定后,方程 (9)的解存在且
唯一 [24]. 其 Jacobian矩阵为 0 1

1−3x2 −k

 , (10)

平衡点为 P0(0,0), P1(1,0), P2(−1,0).
由定理 2、定理 3 知, 当 0 < q1,q2 < 2 时, 令

qi =
vi

ui
(ui 与 vi 互素), i = 1,2, m为 u1, u2 的最小公

倍数, γ =
1
m

. 如果

1) q1 = q2 = q时,

|arg(λ )|> q
π

2
,

其中 λ 是 Jacobian矩阵 (10)在平衡点 Pj( j = 0,1,2)
处的所有特征值,则系统有渐近稳定的解轨迹;

2) q1 ̸= q2 时

|arg(λ )|> γ
π

2
,

其中 λ 是方程

det
(

diag{λ mq1 ,λ mq2}− J|(x,y)=Pj

)
,

j = 0,1,2 (11)

的所有解,则系统有渐近稳定的解轨迹.
定理 4 设系统 (9)的阶数 q1 = q2 = q (0< q<

2), k > 2
√

2或者 k2 6 8,并且

√
8− k2

2
> tan(q

π

2
)时,

系统可以达到可停振动状态.
证明 系统 (9) 在平衡点 P0 处 Jacobian 矩阵

的特征方程为

λ 2 + kλ −1 = 0,

于是方程有两个根 λ1,2 =
−k±

√
k2 +4

2
. 由于

λ1 =
−k+

√
k2 +4

2
> 0, 即 |arg(λ1)| = 0 < q

π

2
, 所

以 P0 不稳定.
又在点 P1,2 处有相同的 Jacobian 矩阵的特征

方程

λ 2 + kλ +2 = 0,

于是方程有两个根 λ1,2 =
−k±

√
k2 −8

2
.

当 k2 > 8,即 k > 2
√

2时, λ1,2 都为小于零的实

数,则 |arg(λ1,2)|= π> q
π

2
.

当 k2 6 8, 方程的两个根为 λ1,2 =
−k
2

±

i

√
8− k2

2
,则

arg(λ1) = arctan

(
−
√

8− k2

2

)
,

arg(λ2) = arctan

(√
8− k2

2

)
.

所以当 k > 2
√

2 或者 k2 6 8, 并且

√
8− k2

2
>

tan
(

q
π

2

)
时, P1,2是稳定的,系统有渐进稳定的解轨

迹, 可以达到可停振动状态. 由于分数阶微积分难
以借由解析法求得解析解 [9,24],并且在工程实际中
系统输入也多以离散点列的形式给出,所以这里用
求数值解的方法来寻求分数阶可停振动系统.
考察系统

D0.95x(t) = y,

D0.95y(t) =−0.15y+ x− x3 + i(t),
(12)

其中 i(t)是系统输入.
图 6至图 9为系统输入分别为 Guass白噪声、

余弦信号 cos(t)和不同信噪比的带有 Guass白噪声
的余弦信号的时域和相平面轨迹. 当系统输入中仅

090501-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 9 (2013) 090501

图 6 系统 (12)输入为 Guass白噪声 (a)系统输出时域轨迹; (b)
系统输出相轨迹

图 7 系统 (12)输入为余弦信号 cos(t) (a)系统输出时域轨迹; (b)
系统输出相轨迹

含有噪声时, 系统处于可停振动状态, 当系统输入
中含有周期信号时,系统立即从振动状态变化为小
尺度周期状态. 这就从仿真上验证了系统 (12)是分

数阶可停振动系统,可以用于微弱未知周期信号的
检测.

图 8 系统 (12) 输入为信噪比是 –28.92 dB 的带噪余弦信号 (a)
系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

图 9 系统 (12) 输入为信噪比是 –50.81 dB 的带噪余弦信号 (a)
系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

设系统 (9)的阶数 q1 = 0.95, q2 = 1,阻尼系数
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k = 0.15, 系统的 Jacobian矩阵为 J, 将其代入方程
(11),则在平衡点 P0 处可得

λ 39 +0.15λ 19 −1 = 0,

其中一根为 λ = 0.9962 > 0, 因此 |arg(λ )| = 0 <
1
20

π

2
,所以平衡点 P0 不稳定.

方程 (11)在 P1, P2 处有相同形式:

λ 39 +0.15λ 19 +2 = 0,

它的所有根中幅角最小的为 0.0832 >
1
20

π

2
,所以平

衡点 P1, P2 是稳定的,系统有渐进稳定的解轨迹,能
够达到可停振动状态.
考察系统

D0.95x(t) = y,

D1y(t) =−0.15y+ x− x3 + i(t),
(13)

其中 i(t)是系统输入.
图 10、图 11为系统输入为不同信噪比的带有

Guass白噪声的余弦信号的系统 (13)输出的时域和
相平面轨迹. 系统输入为 Guass白噪声、余弦信号
cos(t)时的情况同系统 (12). 系统输入中仅含有噪
声时, 系统处于可停振动状态, 当系统输入中含有
周期信号时,系统立即从振动状态变化为小尺度周
期状态. 这就从仿真上验证了系统 (13)是可停振动
状系统,可以用于微弱未知周期信号的检测.

图 10 系统 (13) 输入为信噪比是 –7.00 dB 的带噪余弦信号
(a)系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

4 仿 真

考虑将

Dq1x(t) = y,

Dq2y(t) =−0.15y+ x− x3 + i(t),
(14)

作为检测系统,其中 i(t)为系统输入.引入波动指数
函数对可停振动状态进行判断,并通过仿真来验证
第 3 节中的几个系统对未知微弱周期未知信号的
检测门限,以及分析不同的系统阶数对检测门限的
影响.

图 11 系统 (13)输入为信噪比是 –31.04 dB的带噪余弦信号 (a)
系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

4.1 背景噪声为 Guass白噪声

4.1.1 系统阶数 q1 = q2 = 1
设背景噪声为方差 σ2 = 0.01的 Gauss白噪声,

指数波动函数 ((2) 式) 的指数 α = 3, 时延 τ = 3,
初始时刻 t0 = 10 s, 结束时刻 T = 157 s, M = 100.
利用第 2节的方法计算出 ξ1 = 0.9971为此时可靠
度不小于 0.9776 的检测阈值. 令待检测周期信号
s(t) = γ cos(t), x0 = (1,0), 不断调节 γ , 则可得到系
统输入信噪比 SNR 同其相应输出的指数波动函
数值 V 的关系图 12 由于当系统输入信号信噪比
SNR = −66.8017 dB时,输出的指数波动函数值为
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V = 0.9965 < ξ1,因此结合指数波动函数的可停振
动检测法在噪声为 Gauss白噪声时,检测门限可达
到 −66 dB.

图 12 系统输入 SNR 与系统输出 V 的对应关系 (q1 = q2 = 1, 白
噪声)

4.1.2 系统阶数 q1 = 0.95, q2 = 1
背景噪声和试验方法同 4.1.1, 指数波动函数

((2)式)的指数 α = 3,时延 τ = 3,初始时刻 t0 = 55
s,结束时刻 T = 100 s, M = 10. 利用第 2节的方法
计算出 ξ2 = 0.9842为此时可靠度不小于 0.9776的
检测阈值. 通过仿真可得到系统输入信噪比 SNR
同其相应输出的指数波动函数值 V 的关系图 13由
于当系统输入信号信噪比 SNR = −57.9815 dB时,
输出的指数波动函数值为 V = 0.9817 < ξ2,因此结
合指数波动函数的可停振动检测法在噪声为 Gauss
白噪声时,检测门限可达到 −57 dB.这比当系统的
阶数 q1 = q2 = 1时检测门限更高. 可见系统的阶数
影响系统的检测能力.

4.1.3 系统阶数 q1 = q2 = 0.95
仿真设置同 4.1.2, 用第 2 节的方法计算出

ξ3 = 0.9934 为此时可靠度不小于 0.9776 的检测
阈值. 通过仿真可得到系统输入信噪比 SNR 同其
相应输出的指数波动函数值 V 的关系图 14由于当
系统输入信号信噪比 SNR =−71.3197 dB时,输出
的指数波动函数值为 V = 0.9920 < ξ3,因此结合指
数波动函数的可停振动检测法在噪声为 Gauss 白
噪声时,检测门限可达到 −71 dB.由上面 3个仿真
不难发现,适当的选取系统的阶数可以获得更低的
检测门限.

4.2 背景噪声为 Guass色噪声

这里用方差 σ2 = 0.01的高斯白噪声通过一个
四阶带通滤波器产生高斯色噪声. 该滤波器的传递
函数为

H(z)

=
0.0201(1− z−2 + z−4)

1−1.637z−1 +2.237z−2 −1.307z−3 +0.641z−4 ,

(15)

滤波器的上限截止频率为 0.2, 下限截止频率为

0.15 (均为归一化的频率).

图 13 系统输入 SNR与输出V 对应关系 (q1 = 0.95, q2 = 1,
白噪声)

图 14 系统输入 SNR与输出 V 对应关系 (q1 = q2 = 0.95,
白噪声)

4.2.1 系统阶数 q1 = q2 = 1

设指数波动函数 ((2) 式) 的指数 α = 5, 时延

τ = 3, 初始时刻 t0 = 10 s, 结束时刻 T = 157 s,

M = 100. 利用第 2 节的方法计算出 ξ4 = 0.9513

为此时可靠度不小于 0.9776的检测阈值,令待检测

周期信号 s(t) = γ cos(t), x0 = (1,0) ,不断调节 γ ,则

可得到系统输入信噪比 SNR同其相应输出的指数

波动函数值 V 的关系.

图 15为系统输入仅为 Gauss色噪声时,系统输

出的时域和相平面轨迹. 图 16和图 17为系统输入

为不同信噪比的带噪信号时,系统输出的时域和相

平面轨迹. 图 18表示了统输入信噪比 SNR同其相

应输出的指数波动函数值 V 的关系.由于当系统输

入信号信噪比 SNR =−42.1847 dB时,输出的波动

指数函数值为 V = 0.9452 < ξ4,因此结合指数波动

函数的可停振动检测法在背景噪声为形如 (15)式

的 Gauss色噪声时,检测门限可达到 −42 dB,这时

门限比噪声为 Guass白噪声时高.
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图 15 系统输入仅为 Guass色噪声 (q1 = q2 = 1,色噪声) (a)系统
输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

图 16 系统输入为信噪比是−20.61 dB的带噪余弦信号 (q1 = q2 =

1,色噪声) (a)系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

4.2.2 系统阶数 q1 = 0.95, q2 = 1
背景噪声和试验方法同 4.2.1, 指数波动函数

((2)式)的指数 α = 3,时延 τ = 3,初始时刻 t0 = 55

s,结束时刻 T = 100 s, M = 1/100. 利用第 2节的方

法计算出 ξ5 = 0.9927为此时可靠度不小于 0.9776

的检测阈值.通过仿真可得到系统输入信噪比 SNR

同其相应输出的指数波动函数值 V 的关系.

图 17 系统输入为信噪比是 −35.29 dB 的带噪余弦信号
(q1 = q2 = 1, 色噪声) (a) 系统输出时域轨迹; (b) 系统输出
相轨迹

图 18 系统输入 SNR与系统输出 V 的对应关系 (q1 = q2 =

1,色噪声)

图 19为系统输入仅为 Gauss色噪声时,系统输

出的时域和相平面轨迹. 图 20和图 21为系统输入

为不同信噪比的带噪信号时,系统输出的时域和相

平面轨迹. 图 22表示了统输入信噪比 SNR同其相

应输出的指数波动函数值 V 的关系.由于当系统输

入信号信噪比 SNR = −149.3529 dB 时, 输出的波

动指数函数值为 V = 0.9926 < ξ5,因此结合指数波

动函数的可停振动检测法在背景噪声为形如 (15)
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式的 Gauss色噪声时,检测门限可达到 −149 dB.

图 19 系统输入仅为 Guass色噪声 (q1 = 0.95, q2 = 1,色噪声)
(a)系统输出时域轨迹; (b)系统输出相轨迹

图 20 系统输入为信噪比是 −28.90 dB 的带噪余弦信号
(q1 = 0.95, q2 = 1, 色噪声) (a) 系统输出时域轨迹; (b) 系统
输出相轨迹

4.2.3 系统阶数 q1 = q2 = 0.95
仿真设置同 4.2.2, 用第 2 节的方法计算出

ξ6 = 0.9998 为此时可靠度不小于 0.9999 的检测
阈值. 通过仿真可得到系统输入信噪比 SNR 同其
相应输出的指数波动函数值 V 的关系图 23由于当
系统输入信号信噪比 SNR = −182.9905 dB 时, 输
出的指数波动函数值为 V = 0.9996 < ξ6,因此结合
指数波动函数的可停振动检测法在噪声为 Gauss
白噪声时,检测门限可达到 −182 dB.

图 21 系统输入为信噪比是 −84.95 dB 的带噪余弦信号
(q1 = 0.95, q2 = 1, 色噪声) (a) 系统输出时域轨迹; (b) 系统
输出相轨迹

这一节中,我们分别在高斯白噪声和高斯色噪
声环境下,用整数阶和分数阶 (两种不同的分数阶)
的可停振动系统检测周期信号.从仿真结果可知,
利用可停振动系统的可停振动状态变化检测未知

周期微弱信号,是一种具有很低检测信噪比和很强
实用性的微弱周期信号检测方法, 而且, 可停振动
检测法还具有以下一些特点:

1)在高斯色噪声背景下,分数阶检测系统总的
来说比整数阶系统更具优势;在高斯白噪声背景下,
这个优势有时并不是十分明显.

2) 不同分数阶的可停振动系统会带来不同的
检测效果,因此,针对环境噪声,适当选取可停振动
系统的阶数,可以带来更好的检测效果.
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图 22 系统输入 SNR 与系统输出 V 的对应关系 (q1 = 0.95,
q2 = 1,色噪声) (a)整体; (b)局部

图 23 系统输入 SNR 与系统输出 V 的对应关系 (q1 = q2 =

0.95,色噪声) (a)整体; (b)局部

这是两个非常有意义的结果, 所以, 进一步分

析在不同噪声环境中,不同分数阶的可停振动系统

对周期信号的检测能力,并针对具体种类的环境噪
声和具体的可停振动系统,分析其具有相对最低可
检信噪比的分数阶阶数是一个非常值得研究的问

题. 不过, 由于分数阶非线性系统的稳定性是一个
相当复杂的问题,对一个整数阶可停振动系统进行
分数阶化,得到的分数阶非线性系统不一定就是分
数阶可停振动系统,所以我们将针对这个问题开展
后续研究.

5 结 论

本文定义的分数阶可停振动系统的可停振动

状态的改变对周期扰动高度敏感的同时对随机微

小扰动却十分不敏感,因此为周期未知和形式未知
的微弱信号检测提供了一种新的高效检测方法和

判别标准.与利用混沌系统的大尺度周期状态变化
检测已知周期的微弱周期信号相比,利用可停振动
系统的可停振动状态变化检测微弱周期信号除了

同样具有因为状态变化对周期信号的敏感性而能

够实现非常低信噪比的信号检测的特点外,还具有
混沌检测所不具有的优点:

1) 由于无需预先设置内置信号, 因而无需预
先知道待检信号的周期, 更无需逐一盲目尝试设
置不同频率内置信号以便期望与待检周期信号发

生共振.
2)同样由于无需预先设置内置信号,因而无需

对具体的内置信号具体计算系统的临界阈值.
3) 可停振动状态的变化易于用函数描述, 所

以可以方便而可靠地由函数判断信号的有无, 无
需通过对状态往往不够确定的相图进行可靠性

并不充分的视觉识别或模式识别, 也无需计算由
于过渡带具有不确定性而同样并不充分可靠的

Lyapnuov指数.
4)利用分数阶算子将检测系统层次化. 由于分

数阶微积分的良好保记忆性和强大的细节刻画能

力,分数阶可停振动系统能够更好地刻画色噪声背
景下的检测模型. 因此,当背景噪声为色噪声时,相
对于基于整数阶可停振动系统的可停振动检测,基
于分数阶可停振动系统的可停振动检测可以大大

降低检测信噪比.所以,在色噪声背景下,分数阶的
检测模型比整数阶的检测模型更具优势. 根据不同
的色噪声, 选择不同的检测模型阶数, 能够进一步
降低可检测信噪比.
本文还建立了描述可停振动状态变化的度量

函数—-指数波动函数 V ,通过 V 的值判断系统所
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处的状态. 同时给出了一种计算可靠度不小于 P

(即此时虚警概率小于 1−P)的波动指数函数阈值
ξ 的方法.

由此可见利用可停振动系统的可停振状态变

化检测未知周期微弱信号是一种很实用的具有很

低检测信噪比的微弱周期信号检测方法.
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Abstract
In this paper, a new detecting method for weak periodic signals with unknown periods and unknown forms, the so-called fractional

stopping oscillation method, is presented. This new detecting method, which is based on the research of some dissipative system of
single degree of freedom, is sensitive to periodic signal—even with unknown period and unknown form—and insensitive to noise.
Compared with the known chaotic detections in which a built-in signal must be pre-set with the same frequency and the same form as
the detected periodic signal, the fractional stopping oscillation method can not only be used even at lower SNR than chaotic detection,
but also has some other notable advantages as follows: (1) it need not get the period and the form of detected signal before hand or
pre-estimate them; (2) it need not pre-calculate the chaotic threshold value; (3) the existence of periodic signal in system input can
be reliably and quantitatively judged by volatility index function, designed in this paper, for stopping oscillation method; (4) a more
sensitive detection method can be achieved by the fractionalization of the detection system, especially, the detection threshold can
reach –182 dB when the background noise is colored Gaussian noise.
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