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固体粗糙界面与超声的非线性相互作用研究*
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本文提出了一种随机弹性接触界面与超声的非线性相互作用理论.首先建立了描述随机弹性接触界面的模型,

然后分别研究了界面间应力 -应变关系在线性简化模型、指数模型、高斯模型下与超声的非线性相互作用. 数值仿

真和实验研究结果均表明高斯模型更适合描述固体接触界面. 本文在介观结构上解释了固体界面与超声的相互作

用,对工业超声无损检测裂缝、缺陷及损伤有指导意义.
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1 引 言

超声波与粗糙固体界面的相互作用研究,对于
材料粘接界面或者材料内部的裂缝、缺陷、损伤

的超声无损检测具有重要意义 [1]. 例如,搅拌摩擦
焊中 “吻接”缺陷的检测、材料的应力腐蚀缺陷检
测 [2,3] 等. 对于弹性界面的建模, Hertz最先对于相
互接触的弹性球体做了探索性研究,得到了两球体
接近与加载的关系 [4]; Greenwood和Williamson在
Hertz 理论的基础上, 引入材料表面粗糙峰高度的
概率分布,描述了粗糙界面与平滑界面之间的相互
作用 [5]; Brown和 Scholz又在此研究基础上,发展
出了更具普适性的理论,解决了两个粗糙界面间的
相互作用问题 [6]. 另一方面,在缺陷的超声无损检
测研究中,常用的技术是向待测材料发射超声并在
其内部传播, 超声波与缺陷产生非线性相互作用,
从接收信号中提取非线性参量 (通常是二次谐波
分量) 进行缺陷检测. Richardson 最先研究了平面
声波与非粘合光滑界面的相互作用,推导了运动方
程以及反射波与入射波之间的关系 [7]; Wu在此基
础上引入了缺陷的 “部分封闭” 状态, 用理论和实
验研究了粗糙的非粘合界面与超声波的非线性相

互作用 [2].
本文旨在将介观结构上粗糙界面之间的应力 -

应变关系和宏观现象上的声波与界面间的非线性

作用相互关联,使得宏观上的界面与超声的非线性
相互作用在介观结构上得到解释,从而为实际应用
提供理论依据. 本文首先简化了 Brown-Scholz模型
并用之描述随机弹性接触界面,然后分别研究了界
面间应力 -应变关系在线性模型、指数模型和高斯
模型下超声的相互作用,并通过数值仿真和实验研
究进行验证和分析讨论.

2 理论模型

2.1 基本理论模型

根据 Brown-Scholz模型 [6],当两粗糙界面相互
接触时 (图 1(a)) ,实际接触的区域面积远小于两界
面的实际平面面积. 当应力增加时, 已经接触的地
方将会发生更大的形变,并且新的接触区域也随之
产生. 定义两个互相平行的参考平面,距离为 Y ,每
个界面相对于参考平面的高度分别为 z1 和 z2. 为
简化模型, 如图 1(b)将每一点对应的高度相加, 得
到连续函数 z = z1 + z2.
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图 1 粗糙界面横截面示意图

基于概率分布理论,可以得到粗糙接触界面正

应力的表达式为

P = F/An =
4
3

η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩
∫ ∞

Y
(z−Y )3/2φ(z)dz,

(1)

其中 F 是两界面间的相互作用力; An 是总接触

面积; η 为粗糙峰数量面密度; ⟨E ′⟩,⟨β 1/2⟩ 分别是
E ′ 和 β 1/2 在整个接触界面上分布的平均值, 其

中 E ′,β 1/2 的关系式为 1/E ′ = (1− ν2
1 )/E1 + (1−

ν2
2 )/E2, 1/β = 1/R1 + 1/R2, E1,ν1 和 E2,ν2 分别是

两界面材料的弹性常数, R1,R2 是对应的曲率半径;

φ(z)是粗糙峰高度 z的概率密度函数,即若共有 N

个粗糙峰,则高度在 [z,z+ dz]范围内的粗糙峰数量

为 Nφ(z)dz.

为方便讨论,将概率分布转化为标准概率分布,

设 φ∗(s)是粗糙峰高度的标准概率密度函数,标准

高度分布为 y = (Y − µ)/σ ,其中 µ 是均值, σ 是标
准差, 则有 s = (z− µ)/σ . 同时应用概率密度与标

准概率密度的关系,有

1
σ

φ∗(s) =
1
σ

φ∗
(

z−µ
σ

)
= φ(z), (2)

代入 (1)式,有

P =
4
3

η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ3/2
∫ ∞

y
(s− y)3/2φ∗(s)ds. (3)

为考虑上述粗糙界面上有超声波入射时的响应 (如

图 2), 假设平面声波法向入射, 则求解过程可以

简化为一维波动问题. 令质点位移 u = u(x, t), 界

面材料为各项同性, 弹性常数为 λ 和 µ , 则运动

方程为 [2]

ρ∂ 2u(x, t)/∂ t2 = ∂σ(x, t)/∂x, (4)

其中 ρ 是密度, σ 是应力. 当外加静压力 P0 时, 应
力 -应变关系为

σ(x, t) = (λ +2µ)∂u(x, t)/∂x−P0

= κ∂ u(x, t)/∂x−P0. (5)

由 (4)及 (5)式可得波动方程

∂ 2u(x, t)/∂ t2 = c2∂ 2u(x, t)/∂x2, (6)

式中, c为波速,且 c2 = κ/ρ .

图 2 声波与界面相互作用示意图

Richardson[7] 和 Wu[2] 得到超声波透射粗糙界
面时的运动方程

ρcẎ (t) = 2G(Y )−2F(t), (7)

其中, Y 是两界面参考平面之间的距离, Y =

u(+0, t)− u(−0, t), 在有声波透射时随时间变化;
G是界面上的动态应力,定义为

G(Y ) =−κ∂u(0, t)/∂x;
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F 是由于入射波产生的单位面积上的驱动力,

定义为

F(t) =−κ f ′(−ct) =−κ ∂ f (x− ct)/∂x|x=0 ,

式中 f (x− ct)表示平面波的质点位移.

结合界面应力与应变的关系式 (3) 和界面在

声波作用下的运动方程式 (7) , 可以求解不同开

闭状态 [2] 下界面的响应,包括: 1)完全关闭; 2)部

分关闭; 3) 完全打开. 如果激励为正弦信号, 即:

f (x− ct) = −Asin[k(x− ct)],其中 k 是波数, A是幅

值,则驱动力 F(t)可表示为 F(t) = Bcos(ωt),式中

B = ρcωA.

1)界面完全关闭状态时,两界面参考平面紧密

重合,距离为零,即 Y (t) = 0,G(Y ) = F(t).

2) 界面完全打开状态时, 界面间应力消失, 即

σ(±0, t) =−G(Y )−P0 = 0,于是 G(Y ) =−P0. 考虑

在初始时刻 t0 到某一时刻 t 内,由 (7)式可以得到

ρcY (t) = ρcY (t0)+
∫ t

t0
dτ2G(Y )−

∫ t

t0
dτ2F(τ), (8)

其解为

Y (t) =−2A[ηωt + sinωt −Co], (9)

式中 η = P0/B, Co是一个任意常数,由当界面从部

分关闭到完全打开时的初始条件所决定.

3) 界面在部分关闭状态, Wu[2] 对界面间应力

与应变关系 G(Y )进行了简化, 假设粗糙界面符合

线性硬度,则有

G(Y ) =−κ0[Y (t)−Y0], (10)

代入 (7)式,可解得

Y (t) =
−2ωA

ξ 2 +ω2 [ξ cos(ωt)+ω sin(ωt)

+ exp(−ξ t)Cp]+Y0. (11)

反射波和透射波可表示为

g(x+ ct) =−1
2

Y
(

t +
x
c

)
h(x− ct) = f (x− ct)+

1
2

Y
(

t − x
c

)
. (12)

但是界面在宏观上的弹性特性是由其介观界面结

构所决定的,这种线性简化条件下所得的结果不准

确. 为了能更好地反映界面的介观结构, 本文利用

粗糙界面应力应变的关系 (3)式, 并结合界面粗糙

峰分布的指数模型和高斯模型来求解.

2.2 指数模型

根据固体材料表面地形学的研究 [5,6,8],可以用
指数模型来表述界面的概率分布.令粗糙峰高度的
标准概率密度为 φ∗(s) = e−s,代入 (3)式并化简得

P = π1/2η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ3/2 e−y. (13)

又因为界面上的动态应力为 G(Y ) = P(Y )−P(Y0),
结合 (13)式,可将运动方程 (7)化简为

ẏ = Me−y +N cos(ωt)+P, (14)

式中

M =
2π1/2η⟨E ′⟩⟨β 1/2

⟩σ1/2ρc
,

N =− 2B
ρcσ

,

P =−2P(Y0)

ρcσ
.

(14)式的解为

Y (t) =−σ ln
x(t)

Cp+M
∫

x(t)dt
, (15)

其中 x(t) = e−P−(N/ω)sin(ωt), Cp是由界面从 1)完全
关闭到部分关闭或 2)完全打开到部分打开时的初
始条件所决定.
对于大多数固体, 有 x(t) → ∞, 于是可以进一

步化简得到

Y (t) =−σ ln


1

Cp
x(t)

+M

(∫
x(t)dt

)′

(x(t))′


= σ ln

(
Cp
x(t)

+
M

−P−N cos(ωt)

)
. (16)

即指数模型下,界面处于部分关闭状态时的相对位
移的解.

2.3 高斯模型

指数模型还不足以精确描述一般界面粗糙峰

高度的概率分布, 根据有关固体表面地形学的实
验发现 [5,6,8,9],固体表面的粗糙峰分布非常接近于
高斯分布. 因此, 令粗糙峰高度的标准概率密度为
φ∗(s) =

1√
2π

e−(1/2)s2
,代入 (3)式并化简得

P =
4
3

η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ3/2 1√
2π

×
∫ ∞

y
(s− y)3/2 e−(1/2)s2

ds. (17)
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界面上的动态应力仍为 G(Y ) = P(Y )−P(Y0),结合
(17)式,可将运动方程 (7)化简为

ẏ =M′ 1√
2π

∫ ∞

y
(s− y)3/2 e−(1/2)s2

ds

+N′ cos(ωt)+P′, (18)

式中

M′ =

8
3

η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ1/2

ρc
,

N′ =− 2B
ρcσ

,

P′ =−2P(Y0)

ρcσ
.

方程 (18)是非线性一阶微分方程,理论上不能求得
解析解,因此需要利用数值方法求解.

3 仿真实验

本文对在线性简化模型、指数模型、高斯

模型下, 声波与界面的相互作用进行数值仿真.
仿真实验中使用铜作为两界面的材料, 其密度
ρ = 8960 kg/m3, 声速 c = 4600 m/s. 设两界面在
静压力 P0 = 0 时的相对距离为 0.6 µm(= Y0 + δ0),
而当静压力 P0 = 25.9 MPa 时, 初始相对接近距离
δ0 = 0.3 µm,此时 Y0 = 0.3 µm. 激励信号为 30周期
的 0.5 MHz正弦波,其幅度 A = 0.4 µm.
界面处于部分关闭状态时, 界面的动态应力

G(Y ) 与界面相对位移 Y (t) 的关系在三种模型下
有不同的表示. 线性简化模型由 (10)式表示,其中
κ0 = 9.632× 1013 N/m3. 指数模型由 (13) 式表示,
取界面粗糙峰高度分布的标准差 σ = 3× 10−7 m,
同时令 π1/2η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ3/2 = 80 MPa. 而高斯模
型由 (17) 式表示, 同样取 σ = 3 × 10−7 m, 并令
(4/3)η⟨E ′⟩⟨β 1/2⟩σ3/2 = 48 MPa.
方程 (18) 求解需采用数值方法, 对于求解数

值积分
∫ ∞

y (s − y)3/2 e−(1/2)s2
ds, 这里选用自适应

Gauss-Kronrod 积分方法 [10]. 微分方程求解, 使用
Dormand-Prince方法 [11].
图 3比较了三种模型下界面的动态应力 G(Y )

与界面相对位移 Y (t)的关系.可以看出,三条曲线
的趋势大致相同. 对于实际粗糙界面, 在其相对位
移较大时, 相互接触的粗糙峰较少, 需要的应力越
小; 而在其相对位移逐渐变小时, 接触的粗糙峰数

目将迅速增加, 需要的应力也将迅速增加. 与线性
简化模型相比, 指数模型和高斯模型都更准确的
定性描述界面的接触特性. 对于指数模型和高斯
模型, 其对应曲线在 [0.5, 0.6]区间内差别不大,但
是从 0.5变化到 0的过程中差异程递增趋势,这一
结果也与 Brown[6] 和 Swan[8] 的研究结论基本相符
合:指数模型仅可近似表示最高 25%的粗糙峰的概
率分布,而实际界面的粗糙峰分布更精确的符合高
斯分布.

图 3 线性简化模型、指数模型、高斯模型下的界面动态应力

G(Y )与界面相对位移 Y (t)的关系

图 4 分别给出了线性简化模型、指数模型和
高斯模型下的界面声波响应的归一化频谱 (对基
波归一化) . 三种模型下的透射谱中,除了 0.5 MHz
的基频成分外,在 1.0 MHz, 1.5 MHz处均出现了二
次、三次谐波分量. 但对于指数模型 (图 4(b)),其透
射波的谐波成分较多, 幅度较大, 说明其非线性相
对比较显著;对于高斯模型 (图 4(c))的高频特性相
对于线性简化模型 (图 4(a))较为平坦.

4 实验结果

实验系统方框图如图 5所示,信号发生器 (Ag-
ilent 33250A,美国)产生 30周期 0.5 MHz正弦波信
号,通过功率放大器 (ENI2100L,美国)进行放大驱
动发射换能器 (V302, Panametrics,美国),接收换能
器 (V302, Panametrics, 美国)接收的信号由数字示
波器 (HP 54830A, 美国) 采样分析. 采用铜作为界
面材料,尺寸大小为 15 mm× 15 mm× 5 mm. 为了
模拟粗糙分布, 需要对界面做表面处理, 依次使用
1000#, 1500#, 3000#, 5000# 号砂纸对铜界面进行打

磨处理.
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图 4 透射信号频谱 (a)线性模型; (b)指数模型; (c)高斯模型

图 6表示的是透过两片铜界面的声波频谱,可

以明显看出频谱成分中出现了 1 MHz 和 1.5 MHz

的二次、三次谐波分量. 因此粗糙界面的存在导

致了透射声波的非线性. 将实验得到的透射声

波频谱 (图 6) 与前面数值计算的结果 (图 4) 对

比发现, 实验结果与高斯模型得到的结果可以定

性的符合, 实际界面的粗糙峰分布基本符合高斯

分布 [8].

图 5 实验系统方框图

图 6 透射声波频谱

5 结 论

线性模型是一种简化处理的方法,定义了界面
动态应力是界面相对位移的线性函数,方便理论求
解. 但是模型过于简单, 不能真实反映界面的介观
参量与宏观状态 (完全关闭、部分关闭、完全打开)
的关系.指数模型和高斯模型都是基于介观尺度上
界面的粗糙峰的高度分布, 通过统计学的理论, 推
导出宏观上界面动态应力与界面相对位移的关系,
不仅得到的结果更加接近真实情况,而且还成为了
将介观结构与宏观现象联系起来的纽带,使得宏观
上的三种不同状态的产生机理,从界面的介观结构
上得到了解释.
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Nonlinear interaction between ultrasound and solid
rough interface∗

Xiao Qi Wang Jun Guo Xia-Sheng Zhang Dong†

( Key Lab of Modern Acoustics (MOE), Institute of Acoustics, Nanjing University, Nanjing 210093, China )

( Received 12 November 2012; revised manuscript received 21 December 2012 )

Abstract
The interaction of ultrasound with an interface between two rough surfaces in contact has become a quite popular topic in many

areas related to non-destructive evaluation (NDE). We proposed a theory of ultrasonic nonlinear interaction between some random
rough elastic interfaces. The model of random elastic-contact interface is first described, and then the nonlinear ultrasonic interaction
of interfaces with stress-strain relationship is studied, by using different models including linear simplified model, exponential model,
and Gaussian model. Results of numerical simulations and experiments demonstrate that the Gaussian model is more suitable for
describing the solid rough interfaces. This study provides an explanation of the ultrasonic interaction on mesoscopic level, which is a
theoretical basis for practical application to detect cracks, defects and injuries in industrial ultrasonic NDE.
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