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一种圆轨迹锥束 CT中截断投影数据的
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本文基于数据重排方法,提出了 T-BPF (Tent-BPF)算法,该算法先将锥束投影数据重排成平行投影数据,然后使

用一种推导的 BPF型算法重建重排后的平行投影数据. T-BPF算法将原 BPF算法反投影中变化的角度积分限变成

固定的,反投影中各层循环之间没有了相关性,这意味着 T-BPF算法较原 BPF算法具有更好的可并行性. 实验结果

显示: 使用 GPU对 2563 的 Shepp-Logan体模的图像重建进行并行加速, T-BPF算法在保证重建质量的前提下,加速

比达到了 1036,较原 BPF算法有很大提升. T-BPF算法为截断投影数据的 3D图像快速重建提供了方法.
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1 引 言

近年来,对于截断投影数据的重建来说一个杰
出的工作是 BPF算法的提出 [1−4],它是在螺旋轨迹
扫描中基于 PI 线段进行图像重建, 为截断投影数
据的感兴趣区域 (region of interest, ROI) 精确重建
提供了策略.圆轨迹在实际系统中容易实现和控制,
很多 CT 系统采用圆轨迹扫描模式 [5−8]. 2006 年,
基于虚拟 PI 线的概念 [9], BPF 算法被改进用于圆
轨迹的 CT 图像重建 [10,11]. 改进的 BPF 算法为圆
轨迹锥束 CT的短扫描问题和局部重建问题提供了
解决方法 [12],然而其可并行性较低,很难满足实际
CT系统快速重建的需求.
在圆轨迹锥束 CT中, BPF算法是在一簇平行

PI 线段上进行图像重建的, 其反投影中有四层循
环, 一个角度循环和三个空间方向上的循环. 对于
任意重建点,当它在不同的 PI线上的时候,反投影
的角度积分限是变化的. 由于角度积分限随着重建
点的位置的变化而变化,这造成原 BPF算法的反投

影中角度循环和某一个空间方向 (与 PI线垂直)上

的循环之间有相关性. 因此,原 BPF算法的可并行

性不好,使用并行计算方法的加速比有限 [13].

为了解决原 BPF算法可并行性差的问题,本文

推导并提出了 T-BPF算法,该算法先使用数据重排

方法 [14,15], 将锥束投影数据重排成帐篷状的平行

投影数据,然后基于两步 Hilbert变换方法 [16] 推导

了一种 T-BPF (Tent-BPF) 算法用于重排后投影数

据的图像重建. T-BPF算法具有固定的反投影角度

积分限,其反投影运算的各层循环之间没有相关性,

可并行性有很大提高. 此外, T-BPF 算法的反投影

中不需要乘以一个依赖于重建点位置和光源位置

的加权因子,重建效率也有一定的提升.

利用高性能低价格的图形处理单位 (graphics

processing unit, GPU)的并行能力对 CT重建算法加

速是目前加速效率最高的一种方式 [17]. 由于 T-BPF

重建算法具有数据相互独立性及可高度并行处理

特点,在 GPU上设计并行重建算法,能获得很好的

性能提升 [18]. 对于 2563 的 Shepp-Logan体模的仿
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真实验的结果显示, 在保证重建质量的前提下, 原

BPF算法的加速比为 297,而 T-BPF算法的加速比

达到了 1036. T-BPF算法的高效性能为截断投影数

据的 ROI重建提供一种重要方法,在减少数据采集

时间和重建时间、减少辐射剂量、提高 CT系统的

使用寿命等方面具有重要的实际意义.

2 T-BPF算法

T-BPF算法主要包含两步,首先是对投影数据

进行重排,将锥束投影数据重排成帐篷状平行投影

数据, 然后针对重排后的帐篷状平行投影数据, 推

导了一种 BPF型算法进行重建.

2.1 投影数据重排

圆轨迹锥束扫描的几何示意图如图 1所示, β
和 R分别表示旋转角度和光源到旋转轴的距离. 为

了方便描述重排公式,在坐标系的原点引入一个和

真实探测器平行的虚拟探测器. 用 P1(β ,m,n)表示

虚拟探测器上的数据, (m,n)表示在虚拟探测器上

的坐标.

为了描述重排后的平行投影数据,我们引入另

一个虚拟矩形探测器,其上投影数据用 P(θ , t,s)表
示. 从图 2可知, P1(β ,m,n)和 P(θ , t,s)有如下关系:

θ = β − arcsin
(

t
R

)
;

m =
tR√

R2 − t2
;

n =
sR2

R2 − t2 . (1)

由 (1) 式, P1(β ,m,n) 可以被重排成平行数据

P(θ , t,s),且重排公式如下:

P(θ , t,s) =P1

(
θ − arcsin

t
R
,

tR√
R2 − t2

,

sR2

R2 − t2

)
. (2)

令 tmax 表示重建物体的最大半径,有

Φ = arcsin
tmax

R
. (3)

从 (2)式可知,重排方法只需要角度范围 π+2Φ 内
的投影数据. 在将 {(β ,m,n)}重排成 {(θ , t,s)}的过
程中,不能确定每个 (θ , t,s)刚好对应一个 (β ,m,n).
当对应的 (β ,m,n)找不到,需要采用三线性插值方
法来近似获得.
重排方法将投影数据映射到一个虚拟的矩形

探测器上. 重排后结果的形状像一个帐篷, 因此这
种使用 BPF型算法重建帐篷状投影数据的算法被
称为 T-BPF (Tent-BPF)算法.

图 1 圆轨迹锥束扫描几何示意图 (S, R和 β 分别表示光源、
扫描半径和旋转角度)

图 2 P1(β ,m,n)和 P(θ , t,s)坐标关系示意图 (a) z轴方向俯视图; (b) t 轴方向俯视图
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2.2 T-BPF算法

在将锥束投影重排成平行投影后,我们得到帐
篷状平行投影数据. 基于两步 Hilbert变换方法,一
种改进的 BPF型算法被提出来重建帐篷状平行投
影数据, 该算法在中心平面是精确的, 在非中心平
面是近似重建.
先介绍下导数反投影 (differentiated backpro-

jection, DBP), 这是两步 Hilbert 方法的第一步.
g(r) 用来表示投影数据导数的反投影图像, 这里
r = (x,y,z)表示 PI线上任意一点. 如果 PI线在中
心平面 (s = 0),我们有 [16]

g(r) =
∫ π

0
P′(θ , tr,0)dθ , (4)

这里 P′(θ , t,s) =
∂
∂ t

P(θ , t,s), tr = r · t̂.

图 3 非中心平面投影的坐标系 (旋转轴是 ẑ轴,向量 t̂ 和中心

平面平行,向量 k̂关于 ẑ倾斜,且有 k̂ = m̂× t̂. S和 P分别表示

光源和一个投影)

如图 3 所示, 对于一个任意投影 P(θ , t,s)

(s ̸= 0), 关于 ẑ 轴一个小范围的旋转 δθ 和关于 k̂

轴的一个旋转 δθ ′ 是等价的,它们分别对应一个近
似相等的弧长,因此有

δθ ′
√

R2 − t2 + s2 = δθ
√

R2 − t2. (5)

下面我们计算 P投影对于直线 PS上点的反投

影的贡献,

δg(r) = δθ ′P′(θ , t,s). (6)

将 (5)式代入 (6)式,对于 PS上任意重建点有

δg(r) =

√
R2 − t2

√
R2 − t2 + s2

P′(θ , t,s)δθ . (7)

将 (7)式在所有投影数据上求和,于是

g(r) =
∫ π

0

√
R2 − t2

r√
R2 − t2

r + s2
r

P′(θ , tr,sr)dθ , (8)

这里 sr =
z
√

R2 − t2
r√

R2 − t2
r +r · m̂′

.

用 f (r) 表示被重建物体密度函数. f (r) 和

g(r)有如下关系 [19,20]:

g(r) =−2πH f (r) (9)

这里 H f 表示 f 的 Hilbert变换.
由 (8) 式可以求得 PI 线段 (真实的或者虚拟

的 [9])上待重建点的反投影值.对有限 Hilbert变换
求逆,于是,重建帐篷状平行投影数据的 BPF型算
法可以表示为 [21,22]

f (r) =
1

2π
1√

(xc2 − xc)(xc − xc1)

×
[∫ xc2

xc1

dx′c
π(xc − x′c)

√
(xc2 − x′c)(x′c − xc1)

×g(x′c)+C
]
, (10)

这里 x′c是 PI线上点 r′的另外一种表示方式, xc1和

xc2 表示这条 PI线的两个端点. 常数 C由下式求得:

C =

2πP(0, tr,sr)−
∫ xc2

xc1

1√
(xc2 − xc)(xc − xc1)

∫ xc2

xc1

√
(xc2 − x′c)(x′c − xc1)

g(x′c)
π(xc − x′c)

dx′c dxc∫ xc2

xc1

1√
(xc2 − xc)(xc − xc1)

dxc

. (11)

(11) 式是为了让 C 和沿着该条 PI 线的投影

的测量值匹配. 它的执行不像看上去的那么复杂,

因为在 (10) 式中计算 f (r) 时对 (11) 式分子上的

积分做了提前计算. 注意: 当 PI 线不在中心平面

时, P(0, tr,sr) 不能由 P(θ , t,s) 直接得到. 因此, 我

们用

P(0, tr,sr) =
P(0, t1,s1)+P(π, t2,s2)

2
(12)

来近似密度函数沿着 PI 线的积分值, 这里

P(0, t1,s1) 和 P(π, t2,s2) 分别表示在旋转角度为 0
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和 π时穿过点
(xc1 + xc2

2
,z
)
的投影值.

由 (8)和 (10)式可知, T-BPF算法具有固定的
反投影角度积分限, 各层循环之间无相关性, 可并
行性较原 BPF算法有很大提高,和 FDK算法 [23]的

可并行性相当. T-BPF算法的另外一个优点是反投
影中不需要乘以一个依赖于重建点位置和光源位

置的加权因子,这意味着该算法不仅在重建效率上
有提升,而且对重建图像的噪声特性有改善 [24,25].

3 数值实验结果和分析

为了验证 T-BPF算法的优势,将 T-BPF算法和
原 BPF算法进行对比. 测试平台为: 2.27 GHz Intel
Xeon双核 CPU, 16GB内存, Tesla C1060GPU;开发
环境为: Visual Studio 2008, CUDA 3.0 runtime API.
我们分别用原 BPF算法和 T-BPF算法重建规模为
256×256×256的标准 3D Shepp-Logan体模 [26].圆
轨迹扫描半径是 477 mm, 光源到探测器的距离是
1265 mm. 投影数据是在 2π的圆周上均匀采集 360
个投影. T-BPF算法和原 BPF算法都只使用 π加上

2倍锥角范围内的投影数据.
为了进一步评价重建结果,这里引入均方误差

(Root of Mean Square Errors, RMSE)来评价重建结

果的好坏,其表达式为 [27]

RMSE =

√
1
N

N

∑
i=1

[ ft(i)− f0(i)]2, (13)

其中 ft 和 f0 分别表示重建结果和真值, N 为像素

个数.

我们利用 CUDA 架构, 在 GPU 上完成 T-BPF

算法的加速.具体步骤如下:

1)投影数据重排: 将每个角度下重排后投影数

据映射到一个二维线程组中,每个线程对应计算探

测器上某一点的投影值.

2)投影数据求导: 将重排后的投影数据传入显

卡的纹理显存中,将探测器面阵所得到的投影数据

映射到一个二维线程组中,每个线程对应计算探测

器上某一点的导数.

3) 沿 PI 线加权反投影: 将求导后的投影数据

传入显卡的纹理显存中,将重建物体映射到一个三

维线程组中,每个线程对应计算重建物体上一点对

应探测上一点的坐标.

4)有限 Hilbert变换:将一组 PI线反投影结果

映射到二维线程组中,每一线程计算一个采样点的

卷积结果.计算前将反投影数据和卷积核绑定到一

维纹理中,以利用纹理缓存命中提高数据读取速度.

图 4 BPF算法和 T-BPF算法的重建切片 (a) Shepp-Logan体模切片; (b) BPF算法的 CPU重建切片; (c) T-BPF算法的 CPU重建切片;
(d) BPF算法的 GPU重建切片; (e) T-BPF算法的 GPU重建切片
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为提高算法效率,我们对 T-BPF算法程序进行
进一步优化, 包括打包存储重建所需常量参数, 应
用支持线性插值方式的三维纹理存储器保存投影

数据等,进一步提高了算法的并行计算效率.
Shepp-Logan体模的重建切片如图 4所示. 同

时相应的沿水平中线的剖线图如图 5所示. 从图 4
的重建结果、图 5和表 1中的数值分析可以看出,
BPF算法和 T-BPF算法的重建质量基本相当,然而
T-BPF算法比 BPF算法具有更高的重建效率,这里
主要是因为 T-BPF算法的反投影运算不包含空间

变化的加权因子. 如果使用并行计算, T-BPF 算法

的重建效率优势更加明显,因为 T-BPF算法的反投

影计算的各层循环之间没有相关性,而 BPF算法的

反投影运算的部分循环之间有相关性. 原 BPF算法

的加速比是 297,而 T-BPF算法的加速比达到 1000

倍以上,具有与 FDK算法相当的可并行性. T-BPF

算法在保证了重建质量的前提下,具有很高的重建

效率和可并行性,可以满足 PI线上无截断的截断投

影数据三维图像的快速重建需求.

图 5 重建切片沿水平中线的剖线图 (a) BPF算法 CPU重建切片的剖线图; (b) T-BPF算法 CPU重建切片的剖线图; (c) BPF算法
GPU重建切片的剖线图; (d) T-BPF算法 GPU重建切片的剖线图 (虚线和实线分别表示重建结果和相应的真值)

表 1 BPF算法和 T-BPF算法的重建结果

算法 RMSE 重建时间 CPU/s 重建时间 GPU/s 加速比

BPF算法 0.0708 963.7 3.245 297

T-BPF算法 0.0701 730.8 0.705 1036

4 结 论

本文提出了一种圆轨迹锥束 CT的重建 PI线

上无截断的截断投影数据的图像重建算法,该算法

先将锥束投影数据重排成帐篷状平行投影数据,然

后使用提出的 BPF型算法进行重建. 和原来的 BPF

算法相比, T-BPF算法具有相当的重建质量,重建效

率也有一定的提升,关键是 T-BPF算法的可并行性

有很大提升. 实验结果证明了 T-BPF算法的加速比

达到了 1000倍以上,具有和 FDK算法相当的可并

行性.

T-BPF 算法可以实现短扫描重建和截断投影

数据的图像重建, 这是一般 FBP (filtration backpro-

jection) 型算法无法实现的; 且 T-BPF 算法具有

FDK 算法相当的可并行性, 可以满足实际 CT 系

统的快速重建需求. T-BPF算法的提出为圆轨迹锥
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束 CT系统中 PI线上无截断的 ROI重建问题提供
了一种快速有效的重建策略. 此外, T-BPF 算法可
以大大减少数据采集的时间, 减少辐射剂量, 提高

CT 系统的寿命, 这些优点对于实际 CT 系统的意
义重大.
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Abstract
In circular cone-beam computed tomography (CT), to solve the 3D image reconstruction from truncated projection data which

has no truncation along PI-line, backprojection-filtration (BPF) algorithm is a preferred choice. However, in its performance the
integral interval of backprojection is variable for different PI-line, rendering the parallelism performance of backprojection low. So
it cannot satisfy the requirement of fast image reconstruction in practical CT system. In this paper, a tent BPF (T-BPF) algorithm is
developed based on the data rebinning method, which was performed by first rearranging the cone-beam data to tent-like parallel-beam
data, and then applying the proposed BPF-type algorithm to reconstruct images from the rearranged data. T-BPF turns the variable
view-angle integral interval of backprojection into a fixed integral interval, and there are no relations in the loops of backprojection
calculation, which means the parallelism performance of T-BPF is an improvement over that of the original BPF algorithm. The results
of experiments show that compared with the conventional CPU implementation, the GPU accelerated method provides images of the
same quality with a speedup factor 1036 for the reconstruction of 2563 Shepp-Logan model. The speedup factor is an improvement in
the original BPF algorithm. T-BPF provides a solution for the 3D fast reconstruction from truncated data.
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