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研究相对运动变质量完整系统Appell方程的广义Lie对称性及其直接导致的广义Hojman守恒量. 在群
的无限小变换下, 给出相对运动变质量完整系统Appell方程广义Lie对称性的确定方程; 得到相对运动变质
量完整系统Appell方程广义Lie对称性直接导致的广义Hojman守恒量的表达式. 最后, 利用本文结果研究
相对运动变质量完整约束的三自由度力学系统问题.
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1 引 言

约束力学系统的对称性和守恒量理论在物理

学、力学和现代数学中具有重要地位. 不仅在国
内, 在国外近期一些学术期刊上, 也可看到这方面
的研究成果 [1−12]. 利用对称性寻求守恒量的方法
主要有Noether对称性, Lie对称性 [13−16]和Mei对
称性 [17−23]. Noether对称性总可导致守恒量, 而
Lie对称性和Mei对称性一般没有这种性质. 1992
年, Hojman给出了由Lie对称性寻找守恒量的一
种直接方法 [24], 得到一类新型的守恒量, 被称为
Hojman守恒量. 多年来, Lie对称性和Hojman守
恒量的研究取得了一些进展 [25−30]. 由于空间技术
和其他工业技术的发展, 变质量系统动力学的研究
显得越来越重要. 近年来, 变质量力学系统对称性
与守恒量的研究也取得了重要进展 [31−36]. 相对运
动力学系统的对称性和守恒量问题也同样取得了

一些成果 [?,38]. Appell系统是分析力学领域三大力
学体系之一, 因此Appell方程的对称性与守恒量问

题的研究, 具有重要的意义. 本文研究相对运动变
质量完整系统Appell方程的广义Lie对称性与广义
Hojman守恒量, 最后给出一个相对运动变质量完
整约束的三自由度力学系统的算例来说明本文结

果的应用.

2 相对运动变质量完整系统的Appell
方程

设载体上基点O的速度为v, 载体的角速度为
ω. 系统由N个质点组成, 在时刻 t, 第 i 个质点的

质量为mi(i = 1, · · · , N), 在时刻 t + dt, 由质点 i

分离 (或并入质点 i)的微粒质量为 dmi, 假设系统
的位形由n个广义坐标 qs(s = 1, 2, · · · , n) 确定, 并
设质点质量依赖于时间和广义坐标

mi = mi(t, q), (i = 1, · · · , N), (1)

系统的Appell方程为
∂Sr
∂q̈s

=Qs −
∂

∂qs
(V 0 + V ω) +Qω̇

s + Γs + Ps,
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(s = 1, · · ·n). (2)

方程 (2)中Sr =
1

2
miαir · αir为力学系统相对运动

的加速度能量, Qs = Qs (t, q, q̇)为广义力. 方程
(2) 中

V 0 = M
( ∗
v0 +ω × v0

)
· r′c (3)

为均匀力场势能, 式中M为系统总质量, r′c为动力
学系统的质心相对基点O 的矢径, ∗

v0为v0的相对

导数. 方程 (2)中

V ω = −1

2
ω · θ0 · ω (4)

为离心力势能, 式中θ0为系统在点O的惯量张量.
方程 (2)中

Qω̇
s = − (ω̇ ×mir

′
i) ·

∂r′i
∂qs

(5)

为广义回转惯性力, 式中r′i是第 i个质点相对基点

O的矢径. 方程 (2)中

Γs = γskq̇k,

γsk = 2ω ·
(
mi

∂r′i
∂qs

× ∂r′i
∂qk

)
(6)

为广义陀螺力. 方程 (2)中

Ps = ṁi (ui + ṙi) ·
∂ri
∂qs

− 1

2
ṙi · ṙi

∂mi

∂qs
(7)

为广义反推力, 式中ui是从第 i个质点分离 (或并
入)的微粒相对质点 i的速度, ṙi是质点 i相对惯性

系的速度.
由方程 (2)可解出所有的广义加速度

q̈s = αs (t, q, q̇) , (s = 1, · · · , n) . (8)

3 相对运动变质量完整系统Appell方
程的广义Lie对称性和广义Hojman
守恒量

取时间和广义坐标的群的无限小变换

t∗ =t+∆t,

q∗s(t
∗) =qs(t) + ∆qs, (s = 1, · · · , n) , (9)

或其展开式

t∗ =t+ εξ0(t, q, q̇),

q∗s(t
∗) =qs(t) + εξs(t, q, q̇). (10)

其中 ε为一无限小参数, ξ0, ξs为无限小生成元. 广
义Lie对称性是系统方程在时间和广义坐标的群的
无限小变换 (9)或其展开 (10)式下的一种不变性.

相对运动变质量完整系统Appell方程 (2)的广
义Lie对称性的确定方程为

X(2)

{
∂Sr
∂q̈

}
=X(1)

[
Qs −

∂

∂qs

(
V 0 + V ω

)
+Qω̇

s + Γs + Ps

]
,

(11)

其中

X(1) =ξ0
∂

∂t
+ ξs

∂

∂qs
+
( d̄ξs

dt − q̇sξ̇0

) ∂

∂q̇s
, (12)

X(2) =X(1) +
[ d̄

dt

( d̄ξs
dt − q̇s

d̄ξ0
dt

)
− q̈s

d̄ξ0
dt

] ∂

∂q̈s
. (13)

方程 (8)的广义Lie对称性的确定方程为

ξ̈s − q̇sξ̈0 − 2ξ̇0αs

=
∂αs

∂t
ξ0 +

∂αs

∂qk
ξk +

∂αs

∂q̇k
(ξ̇k − q̇kξ̇0). (14)

其中, 广义Lie对称性确定方程的两种表示 (11)和
(14)式是等价的. 对相对运动变质量完整约束力
学系统,由广义Lie对称性可直接导出广义Hojman
守恒量.

定理 如果无限小生成元 ξ0, ξs满足确定方程

(14), 且存在某函数µ = µ(t, q, q̇)使得

∂αs

∂q̇s
+

d̄
dt lnµ = 0, (15)

其中

d̄
dt =

∂

∂t
+ q̇s

∂

∂qs
+ αs

∂

∂q̇s
+ α̇s

∂

∂q̈s
.

则相对运动变质量完整系统Appell方程的广义Lie
对称性直接导致广义Hojman守恒量

IH =
1

µ

∂

∂t
(µξ0) +

1

µ

∂

∂qs
(µξs)

+
1

µ

∂

∂q̇s

[
µ
(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)]
=const. (16)

证明 将 IH对时间 t求导, 可得
dIH
dt =

d
dt

(
1

µ

∂µ

∂t
ξ0

)
+

d
dt

∂ξ0
∂t

+
d
dt

(
1

µ

∂µ

∂qs
ξs

)
+

d
dt

∂ξs
∂qs

+
d
dt

[
1

µ

∂µ

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)]
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+
d
dt

∂

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
, (17)

并且

d
dt

∂ξ0
∂t

=
∂ξ̇0
∂t

− ∂αk

∂t

∂ξ0
∂q̇k

,

d
dt

∂ξs
∂qs

=
∂ξ̇s
∂qs

− ∂αk

∂qs

∂ξs
∂q̇k

,

d
dt

∂

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
=

∂

∂q̇s

d
dt

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
− ∂

∂qs

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
− ∂αk

∂q̇s

∂

∂q̇k

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)
. (18)

将 (18)式代入 (17)式, 并利用 (14)式, 得到
dIH
dt =

d
dt

(
1

µ

∂µ

∂t
ξ0

)
+

d
dt

(
1

µ

∂µ

∂qs
ξs

)
+

d
dt

[
1

µ

∂µ

∂q̇s

(
ξ̇s − q̇sξ̇0

)]
+ ξ̈0

+
∂αs

∂q̇s
ξ̇0 +

∂2αs

∂q̇s∂t
ξ0 +

∂2αs

∂q̇s∂qk
ξk

+
∂2αs

∂q̇s∂q̇k

(
ξ̇k − q̇kξ̇0

)
. (19)

将 (15)式分别对 t, qk, q̇k求偏导数, 并把它们
代入 (19)式, 利用 (14)式, 可得

dIH
dt = 0. (20)

证毕.
若令 ξ0 = 0, 则变换 (10)式成为时间不变的特

殊无限小变换

t∗ = t,

q∗s(t
∗) = qs(t) + εξs(t, q, q̇). (21)

推论 方程 (8)在特殊无限小变换 (10)式下的
不变性称为Lie对称性, 其确定方程为

d̄
dt

d̄
dtξs =

∂αs

∂qk
ξk +

∂αs

∂q̇k

d̄
dtξk, (22)

在特殊无限小变换 (21)式下, 如果生成元 ξs满足

(22)式, 且存在某函数µ = µ(t, q, q̇)使得

∂αs

∂q̇s
+

d̄
dt lnµ = 0, (23)

则相对运动变质量完整系统Appell方程的Lie对称
性直接导致Hojman守恒量

IH =
1

µ

∂

∂qs
(µξs) +

1

µ

∂

∂q̇s

(
µ

d̄
dtξs

)
=const. (24)

4 相对运动变质量完整约束的三自由
度力学系统问题

相对运动变质量完整约束的三自由度力学系

统的加速度能量

Sr =
1

2
m

(
q̈21 + q̈22 + q̈23

)
, (25)

且

Q1 = mq̇2,

Q2 = −mq̇1,

Q3 = 0, (26)

Qω̇
1 = mq̇3 − ṁq3,

Qω̇
2 = −mq̇2,

Qω̇
3 =

ṁq̇1 −mq̇2
1 + t2

, (27)

Γ1 = ṁq3,

Γ2 = ṁq̇1 +mq̇2,

Γ3 =
mq̇1 +mq̇2

1 + t2
, (28)

P1 = −mq̇3,

P2 = −ṁq̇1,

P3 =
−mq̇1 − ṁq̇1

1 + t2
. (29)

并有

V 0 = Qω̇
s = Γs = 0, (30)

V ω = −1

2
m

(
q21 + q22

)
ω2. (31)

试研究系统的广义Lie对称性及其导致的广义Hoj-
man守恒量.

将 (25)—(31)式代入方程 (2), 得到

q̈1 = ω2q1 + q̇2,

q̈2 = ω2q2 − q̇1,

q̈3 = 0. (32)

由广义Lie对称性的确定方程 (14), 有

ξ̈1 − q̇1ξ̈0 − 2ξ̇0
(
ω2q1 + q̇2

)
= ω2ξ1 + ξ̇2 − q̇2ξ̇0,

ξ̈2 − q̇2ξ̈0 − 2ξ̇0
(
ω2q2 − q̇1

)
= ω2ξ2 − ξ̇1 + q̇1ξ̇0,

ξ̈3 − q̇3ξ̈0 = 0. (33)

取生成元

ξ0 = 1, ξ1 = ξ2 = 0, ξ3 = (q̇3t− q3)
2
, (34)

ξ0 = ξ3 = 1, ξ1 = ξ2 = 0. (35)
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显然, 它们都满足 (33)式, 是系统广义Lie对称性
的生成元, 所以系统具有广义Lie对称性.

又根据 (15)式, 可得
d̄
dt lnµ = 0, (36)

所以有

µ = 1, (37)

µ = (q̇3t− q3)
[
q̇21 + q̇22 − ω2

(
q21 + q22

)]
. (38)

将 (34)式和 (37)式代入 (16)式, 可得

IH = 2 (q3 − q̇3t) = const. (39)

将 (35)式和 (38)式代入 (16)式, 可得

IH = (q3 − q̇3t)
−1

= const. (40)

(39)式和 (40)式表示的守恒量的物理意义难
以看清. 文献 [39]在前言中指出: “从牛顿力学到分
析力学再到对称性理论, 有一个守恒量从少到多,
物理意义从明显到不明显, 数学工具从简单到复杂
的发展历程.” 正如文献 [39]所述, 由对称性方法找
到的守恒量比分析力学方法找到的更多, 但其物理
意义比用分析力学找到的守恒量更加不清晰, 往往
难以说明其物理意义. 迄今为止, 怎样解释由对称
性方法得到的守恒量的物理意义, 仍是困扰分析力
学界的一个难题. 这个难题的解决, 将是分析力学
领域的一个重大成果.
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Abstract
Generalized Lie symmetry and generalized Hojman conserved quantity of Appell equations for a variable mass

holonomic system in relative motion are studied. The determining equation of generalized Lie symmetry of Appell
equations for a variable mass holonomic system in relative motion under the infinitesimal transformations of groups is
given. The expression of generalized Hojman conserved quantity deduced directly from generalized Lie symmetry for a
variable mass holonomic system in relative motion is gained. Finally, the problem of dynamical system with three degree
of freedom is studied by using the results of this paper.

Keywords: relative motion, variable mass, generalized Lie symmetry, generalized Hojman conserved
quantity
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