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周期切换下Rayleigh振子的振荡行为及机理∗
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(江苏大学土木工程与力学学院, 镇江 212013)

( 2013年 9月 17日收到; 2013年 10月 3日收到修改稿 )

本文研究了自治与非自治电路系统在周期切换连接下的动力学行为及机理. 基于自治子系统平衡点和极
限环的相应稳定性分析和切换系统李雅普诺夫指数的理论推导及数值计算. 讨论了两子系统在不同参数下的
稳态解在周期切换连接下的复合系统的各种周期振荡行为, 进而给出了切换系统随参数变化下的最大李雅普
诺夫指数图及相应的分岔图, 得到了切换系统在不同参数下呈现出周期振荡, 概周期振荡和混沌振荡相互交
替出现的复杂动力学行为并分析了其振荡机理. 给出了切换系统通过倍周期分岔, 鞍结分岔以及环面分岔到
达混沌的不同动力学演化过程.
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1 引 言

近年来, 由于在物理、化学、航空航天、工程技
术等领域涉及到了不同子系统之间的切换, 引起了
国内外许多学者特别是控制领域专家的高度关注,
并在线性切换控制方面取得了大量的成果 [1−5]. 一
般来说, 切换系统是由一族子系统和描述它们之间
联系的切换规则组成, 诸如机器人系统 [6]、电力系

统 [7]、汽车引擎控制系统 [8]、智能交通控制系统 [9]、

心脏跳动过程 [10] 等等. 按切换规则, 切换系统一
般分为两类, 一是定义于时域上的时间切换, 二是
定义于空间域上的状态切换, 当然也可以是两种
切换的组合. 切换系统中存在大量特殊的非线性
因素, 许多学者又进行了非线性行为及复杂性的研
究 [11−14]. 不同子系统之间的切换会导致各种复杂
的动力学行为, 即便是结构相对简单的子系统, 通
过选择适当的切换条件会产生不同的振荡现象甚

至混沌, 这些子系统可以是线性系统, 也可以是非
线性系统, 可以是相同子系统间的切换, 也可以是
不同子系统间的切换. 而不同非线性子系统间的切

换目前研究较少, 只是针对具体问题取得了一些成
果. 如马新东等考察了两Jeck 电路系统间点/环、
环/环周期切换的复杂行为及其机理 [15].

在周期切换系统中, 由于涉及到切换条件即不
连续性, 增加了计算非光滑系统的难度, 同时又是
自治子系统和非自治子系统间的切换, 李雅普诺夫
指数的计算就不能沿用光滑系统的计算方法, 必须
采用复合系统的包含理论等, 具有一定的难度. 本
文研究的是两个非线性系统中的自治子系统和非

自治子系统的切换, 其切换方式为周期切换.
近年来人们在Rayleigh电路系统的基础上, 通

过改变电路结构, 建立了各种广义Rayleigh电路系
统, 并分析了其在不同条件下的振荡特性 [16−18].
本文在此基础上建立了三阶自治与非自治广义

Rayleigh振子在时间切换规则下的电路模型.

2 数学模型

如图 1所示, S是一个双向开关, 当开关S置于
a端, 对应于自治子系统, 该系统由额定电阻 r、非

线性电阻RN1、电感L、两个电容器C1 = C2 = C、
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图 1 切换系统电路图

可调电阻R1和直流源E1 构成的电路; 当开关置于
b端,对应于非自治子系统,该系统由额定电阻 r、非

线性电阻RN2、电感L、两个电容器C1 = C2 = C、

可调电阻R2 和交流电源E2 = E cos(Ωt)构成的

电路. 所涉及的非线性电阻其电流 iN1,2和电压 v1

满足

g1,2(v1) =
1

3
k1,2

(
v1
R1,2

)3

,

其中k1,2表示电导率.
当开关分别置于 a, b端, 根据基尔霍夫电流及

电压守恒定律可建立如下方程:

L
diL
dt = v1 − v2,

C1
dv1
dt = − iL − v1 − E1

R1
− g1(v1),

C2
dv2
dt = iL − v2

r
. (1)

L
diL
dt = v1 − v2,

C1
dv1
dt = − iL − v1 − E2 cos(Ωt)

R2
− g2(v1),

C2
dv2
dt = iL − v2

r
. (2)

令
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e
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v1
e

√
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L
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v2
e

√
C

L
,

t =
√
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√
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C
, g1,2 =

1

R1,2

√
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C
,
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eR1,2
, k1,2e

2

(
1

R1,2

√
L

C

)3

= 1,

ω = Ω
√
LC,

则方程 (1), (2)无量纲化得到如下数学模型:

ẋ = y − z, ẏ = −x− g1y − y3/3 +B1,

ż = x− αz, τ ∈ [i(T1 + T2), i(T1 + T2) + iT1],

ẋ = y − z, ẏ = −x− g2y − y3/3 +B2 cos(ωτ),
ż = x− αz,

τ ∈ [i(T1 + T2) + iT1, (i+ 1)(T1 + T2)],

i = 0, 1, 2 · · · , (3)

其中: T1, T2分别表示在自治子系统、非自治子系

统中的运动周期.

3 子系统的分岔分析

由于切换系统 (3)涉及到两个向量场, 因此要
对子系统的各种平衡态及其相应的稳定性进行分

析, 并给出不同的失稳条件及其相应的分岔行为.
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图 2 自治子系统平衡点随参数 g1变化及其分岔图

图 2给出了当α = −0.45, B1 = 0.4时自治子

系统随着参数 g1变化的平衡点失稳及其分岔机理.
当 g1 < −0.261时, 自治子系统存在三个平衡点
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E0, E1, E2, 其中实线表示稳定的焦点, 虚线表示
不稳定的焦点, 点H1, H2为稳定焦点E1的Hopf
分岔点, 同时在H2处稳定焦点E1和不稳定焦点

E2 发生 fold分岔碰撞消失仅有不稳定的焦点E0

存在. 随着 g1的减小, 当 g1穿过H0(g1 = −0.0369)

时, 稳定的焦点E0失稳经由Hopf分岔产生稳定的
周期解LC1. 而当 g1 ∈ [−0.880,−0.427]时, 自治
子系统同时存在两个稳定的周期解LC1, LC3 和

一个不稳定的周期解LC2. 当 g1 = −0.880 时, 稳
定的周期解LC1与不稳定周期解LC2经由鞍结分

岔LPC1碰撞消失仅剩下稳定的周期解LC3, 而当
g1 = −0.427时, 不稳定的周期解LC2与稳定周期

解LC3经由鞍结分岔LPC2碰撞消失仅剩下稳定

的周期解LC2. 这种子系统的分岔行为对于揭示整
个切换系统的动力学振荡机理有着重要的意义.

对于非自治子系统, 在切换系统中固定参数
B2 = 1.0, ω = 2π, g2 = 0.6, 此时该子系统是一个
暂态运动缓慢收敛于周期解的运动.

4 切换系统的Lyapunov指数计算及
动力学行为分析

4.1 Lyapunov指数计算

对于平衡点和周期运动, 很多学者常用系统
在平衡点的Jacobi矩阵特征值实部以及周期运动
扰动方程的特征指数实部来判断其稳定性. Lya-
punov指数是对上述特征值和特征指数的一种推
广, 给出了对系统任意相邻相轨线平均发散程度
或平均收敛程度的一种度量. 因此, 它可以度量系
统吸引子的稳定性, 甚至成为划分吸引子类型的判
据, 如平衡点、周期运动、概周期运动及混沌运动等
吸引子, 是目前判断各种动力学运动最可靠的一种
定量方法. 对于切换系统李雅普诺夫指数的计算不
能直接使用连续系统的方法, 这里采用Poincaré 映
射方法, 对于切换部分, 使用复合映射及复合映射
的链式法进行计算. 在具体计算时对于自治子系统
和非自治子系统的切换, 要进行必要的处理.

设φ1(x, τ), φ2(x, τ)分别为切换系统 (3)中两
子系统的解, 由于整个系统是由周期时间切换信号
连接的时间切换系统, 因此存在两个局部超曲面

Π1 =
∞∪
i=0

{
(x, τ) ∈ R3 ×R1

∣∣τ
=(i+ 1)T1 + iT2

}
. (4)

Π2 =

∞∪
i=0

{
(x, τ) ∈ R3 ×R1

∣∣τ
=(i+ 1)(T1 + T2)

}
. (5)

取定相位面Π1为Poincaré 截面.
由于整个系统的轨道由两个系统交替控制, 从

而Poincaré 映射可以分割成两部分:

P = P2 ◦ P1, (6)

其中P1:

Π1 → Π2,

x 7→ x′ = φ1(T1, x0), (7)

P2:

Π2 → Π1,

x 7→ φ2(T2, x
′)

= φ2(T2, φ1(T1, x0))

= φ2 ◦ φ1(T1 + T2, x0). (8)

因此对整个系统的周期解的存在性及其相应的分

岔转化为对下述离散系统

P (x0)− x0 = 0

的不动点及其分岔的研究.
在计算非线性切换动力系统的Lyapunov指数

时, 我们采用Poincaré 映射方法, 即应用 (6) 式所
描述的Poincaré 映射P将 3维切换系统 (3)转化为
3维的离散动力系统

x(k) = P
(
x(k−1)

)
, x ∈ R3, k = 1, 2, · · · , N. (9)

注意到在 (k − 1)时刻, 若基准轨道x(k−1)
(
x0
)

和邻近轨道x(k−1)
(
x0 + δx0

)
的距离 δx(k−1) =

x(k−1)
(
x0 + δx0

)
− x(k−1)

(
x0
)
充分小时 (9)式在

x(k−1)处的线性化方程

δx(k) = DP
(
x(k−1)

)
δx(k−1). (10)

这里由于 (6)式为Poincaré 映射的复合映射,
故DP由复合映射求导的链式法则

DP = DP2 ×DP1 (11)

求得.
由 (10)式递推得到

δx(k) = DP k(x(0))δx(0),

x ∈ R3, k = 1, 2, · · · , N, (12)

式中

DP k
(
x(0)

)
= DP

(
x(k−1)

)
×DP

(
x(k−2)

)
× · · · ×DP

(
x(0)

)
. (13)
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由此离散系统可以得到整个切换系统的Lyapunov
指数

λ = lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

ln
∣∣∣DP k(x(0))

∣∣∣. (14)

通过以上分析, 作者编写了切换系统的最大
Lyapunov指数的程序对切换系统进行了数值模拟
见图 3 (b).

4.2 动力学行为及分岔分析

由于切换条件的引入, 导致整个系统轨迹轮
流受到不同向量场的控制, 从而引起丰富的动力
学特性. 为深入分析该切换系统的动力学特性, 固
定参数 α = −0.45, B1 = 0.4, B2 = 1.0, ω = 2π,
g2 = 0.6, T1 = 10.0, T2 = 4.0,取 g1为分岔参数,切
换周期T = T1+T2,考察整个系统随参数g1变化时

的动力学演化过程. 显然在此参数条件下, 非自治

子系统存在稳定的周期解, 而当−1.45 < g1 < 0.2

时, 随着初始点的改变, 自治子系统存在多个稳态
解 (稳定的焦点、各种不同振幅的稳定周期解)见
图 2 . 而切换系统中, 切换过程都与子系统的稳定
焦点、极限环有关.

图 3给出了切换系统 (3)的分岔图及其相应的
最大Lyapunov指数λmax 图. 一般地, 对于非光滑
动力系统的周期解, 如果存在一个正的Lyapunov
指数, 则系统处于混沌状态; 如果所有的Lyapunov
指数均为负值, 则系统存在渐近稳定周期解; 如果
最大Lyapunov指数等于零, 而其他的Lyapunov指
数均为负值, 则该系统周期解将发生分岔. 结合分
岔图以及相应的最大Lyapunov指数λmax图可以

看出该切换系统存在丰富的动力学行为. 这里我们
选取一些典型的区域来揭示该切换系统随参数变

化的分岔机理及其特殊振荡的产生机理.
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图 3 切换系统分岔图与相应最大李雅普诺夫指数图

倍周期分岔 从分岔图 3 (a)中可以看出, 当
分岔参数 g1 = 0.0216时, 切换系统的周期 1振荡失
稳发生倍周期分岔演变成周期 2振荡, 且为点/环
切换. 随着参数 g1的减小, 当 g1 = −0.0369时,
自治子系统发生超临界Hopf分岔产生一围绕平

衡点E0的稳定极限环, 而非自治子系统仍为稳
定周期解, 切换系统呈现为环/环切换. 当参数
g1 ∈ (−1.394,−0.848)时, 随着 g1的增加, 切换系
统的周期3振荡失稳经由倍周期分岔序列演变成混
沌振荡, 随着 g1的继续增加, 切换系统中位于相空
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间中的某两个切换点重合导致混沌振荡经由倒倍

周期分岔序列演变成周期 6 振荡周期6振荡再次经
由倍周期分岔序列通向混沌, 随后切换系统多次出
现周期振荡、倍周期分岔或倒倍周期分岔等动力学

演化过程从相应的最大李雅普诺夫指数图也可以

发现, 发生倍周期分岔时, 李雅普诺夫指数等于零
或接近为零, 离开分岔点时若最大李雅普诺夫指数
小于零说明出现周期振荡, 若最大李雅普诺夫指数
大于零说明出现了混沌振荡.

鞍结分岔 当分岔参数 g1 = −1.394时, 切
换系统的最大李雅普诺夫指数λmax 为零 (见
图 3 (b)), 并且通过数值计算, 周期解的最大模数的
Floquet特征乘子沿正向穿越单位圆, 表明在该点
处周期 3解失稳发生鞍结分岔通向混沌. 同理, 当
分岔参数 g1 = −0.848和 g1 = −0.376时切换系统

发生倒鞍结分岔位于相空间中的某两切换点重合

使其混沌振荡演变成稳定的周期 3解和周期 4解,
相应的最大李雅普诺夫指数λmax在该点两侧异号,
若大于零则表现为混沌振荡, 若小于零则表现为周
期振荡 (见图 3 ).
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图 4 切换系统Poincare截面 (a) g1 = −0.18 概周期

解; (b) g1 = −0.25混沌解

Neimark-Sacker分岔与环面分岔 当参数

g1 ∈ (−0.25,−0.128)时, 切换系统的切换点均位
于相空间中的某固定环上, 图 4 (a)显示了Poincar-
é 环面的封闭曲线, 并且在该区间内其相应的最
大李雅普诺夫指数为零或接近于零 (见图 3 (b)),
即在分岔参数 g1 = −0.128处周期 2解失稳发生

NeimarkSacker分岔演变成概周期振荡. 随着分岔
参数 g1的减小, 在 g1 = −0.218处稳定环面破裂

(见图 4 (b)), 其相应的最大李雅普诺夫指数λmax

开始大于零, 即在该点处发生环面分岔概周期解演
变成混沌解. 除此之外, 在概周期振荡区域内多次
出现周期窗口, 相应的最大李雅普诺夫指数λ1 = 0

与λ1 < 0相互交替出现, 存在诸如 7周期解、10周
期解等多周期振荡和概周期振荡相互交替出现的

情形.
由此可知, 两个自治和非自治子系统在周期切

换下呈现出多种动力学行为, 出现了三种通向混沌
的道路, 即倍周期分岔导致的混沌, 鞍结分岔和环
面分岔导致的混沌, 与之对应的最大李雅普诺夫指
数发生变化, 倍周期分岔负零负正、鞍结分岔负零
正、环面分岔零零正.

对于切换系统有着与光滑连续系统不同的动

力学行为, 对于出现这些动力学行为有着它们不同
的机理.

5 切换系统周期解的振荡机理

5.1 两切换点周期一解的振荡机理

取定参数α = −0.45, B1 = 0.4, g1 = 0.1,
B2 = 1.0, ω = 2π, g2 = 0.6, 自治子系统表现为
稳定的焦点, 而非自治子系统表现为稳定的周期
解, 则切换系统呈现出点/环切换 (见图 5 (a), (b)),
存在两个不同的切换点A和B, 分别指向两子系
统. 假设该周期切换从自治子系统开始振荡, 即在
[0, T1]时间内, 切换系统受自治子系统控制, 所以
从起点A(−0.120, 0.162) 开始, 轨迹将会在自治子
系统的向量场作用下运动, 即沿着轨迹ACB旋转,
在未达到切换条件时, 轨迹一直在自治子系统内振
荡并趋向稳定的焦点E0(−0.700, 1.556, 1.556), 但
是当轨迹运动到点B(−0.777, 1.147)时, 满足周期
切换条件, 即时间 τ = T1, 切换系统将转向非自
治子系统, 轨迹受非自治子系统的向量场控制, 即
以切换点B为初值, 进入非自治子系统轨道, 在
[T1, T1 + T2]时间内, 轨迹将一直在非自治子系统
内振荡并趋向其稳定的极限环, 但是当 τ = T1 + T2

时, 周期切换条件重新满足, 此时轨迹刚好重新回
到切换点A, 导致切换系统再次以A为初值, 受自
治子系统控制, 趋于该子系统的稳定焦点. 上述过
程重复进行, 切换点成对出现, 故切换系统的振荡
周期为T = T1 + T2(见图 5 (c)).
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图 5 g1 = 0.1时的周期解 (a) 平面相图; (b) 局部放大图; (c) 时间历程
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5.2 切换系统k-周期解的振荡机理

随着参数的变化, 切换系统的轨道失稳发生倍
周期分岔, 周期 1振荡演变成周期 2振荡. 对于周
期 2(T1 + T2)振荡解 (见图 6 (a), (b))而言, 假设切
换系统从自治子系统开始振荡, 不妨取A1点为切

换系统轨迹起始点, 在T1时间内, 切换系统受自治
子系统控制, 即轨沿迹A1C1B1向自治子系统的焦

点逼近, 经过时间T1后, 轨迹经过C1运动到B1点,
此时满足时间切换条件, 轨迹开始受到非自治子系
统控制, 即以B1点为初值, 沿着轨迹B1D1A2向非

自治子系统的稳定极限环逼近. 由于参数 g1 值的

变化, 自治子系统的轨迹失稳发生变换, 使得其在
T1 + T2时刻轨迹无法回到起始点A1, 即切换系统
在 [0, T1 + T2]时间内无法在一组切换点下反复振

荡, 达到稳定的周期解.
经过T1 + T2时间后, 切换系统受自治子系统

控制, 其轨迹以A2为起始点, 沿轨迹A2C2B2重新

向自治子系统的焦点逼近, 经过 2T1 + T2时间后,
切换系统再一次满足时间切换条件, 进行相应的
切换, 此时切换系统开始受非自治子系统控制, 即
沿着轨迹B2D2A1向非自治子系统的稳定极限环

逼近, 经过 2(T1 + T2)时间后, 其轨迹回到初始点
A1, 从而就构成了一个封闭的 2周期切换系统的
2(T1 + T2)解 (见图 6 (c)).

切换系统的 3周期, 4周期等k-周期解振荡行
为与上述周期2解的振荡过程类似.

6 结 论

在不同的参数条件下, 子系统呈现出不同的稳
态解和闭轨的鞍结分岔解, 当两子系统存在周期切
换时, 子系统的行为直接影响到切换系统的吸引子
结构, 导致诸如周期振荡、概周期振荡等复杂的特
性, 并随着参数的变化产生不同的混沌途径.
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Abstract
A system, which alternates between autonomous and non-autonomous circuit systems observing the time periodic

switched rules, is investigated in order to explore its complicated dynamical behaviors. By analyzing the equilibrium
point, limiting cycles, and the stability of the autonomous subsystems, as well as deriving the Lyapunov exponents of
the switching systems in theory and numerical calculation, we have studied the variation of periodic oscillation behaviors
of the compound systems with different stable solutions to the two subsystems. By using the bifurcation diagram of the
switched systems and their corresponding largest Lyapunov exponent diagrams, we can observe the complex dynamical
behaviors and oscillating mechanism of alternating periodic oscillations, quasi-periodic oscillations and chaotic oscillations
with different parameters in the switched systems. Furthermore, dynamical evolutions of the switching system to chaos
by period-doubling bifurcations, saddle-node bifurcations and torus bifurcations are observed.
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