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双频信号驱动含分数阶内、外阻尼Duffing振子的
振动共振∗
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本文利用解析和数值的方法研究了由双频周期信号驱动含分数阶内、外阻尼的Duffing振子的振动共振
现象, 并讨论了分数阶阶数对上述现象的影响. 研究发现: 双频周期信号同时驱动的分数阶Duffing振子响应
幅值增益Q可随着高频周期激励幅值的改变达到最大值, 即出现了和整数阶非线性动力系统相似的振动共振
现象, 而相应的分数阶导数项则分别为系统提供了内、外两种阻尼力从而导致了系统有效势函数的改变, 进而
引发了比整数阶动力系统更为丰富的振动共振现象.
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1 引 言

振动共振 (vibration resonance)现象最早是由
Landa和McClintock于 2000年提出来的 [1], 他们
将随机共振 (stochastic resonance)模型中的噪声
源用高频周期信号替代后发现随着高频周期信号

幅值的逐渐增大, 系统响应幅值增益会出现和随机
共振现象 [2]相似的共振峰. 由于双频周期信号在
数学、物理及工程系统中普遍存在 [3], 因此这类由
双频信号引发的振动共振现象逐渐受到学者的重

视, 并在多种系统中讨论 [4−10]. 与此同时, 近年来,
以分数阶微积分为基础的分数阶动力学已逐步渗

透到振动力学的许多问题中, 在这些问题中用分数
阶模型描述的结果往往比传统的整数阶模型能更

精确地模拟现实问题 [11].
经典的整数阶受迫阻尼振动方程可以描述为

mẍ = −g(x, t)− V (x) + f(t), (1)

其中, m表示物体的质量, mẍ表示惯性力, V (x)

表示物体所受势场力, f(t)表示外激励力. 这里的
整数阶振动方程只能通过理想瑞利比例阻尼形式

g(x, t) = −δẋ描述物体所受的外部阻尼力, 而这种
阻尼一般适用于水等纯黏性液体, 在描述具有记
忆特征的介质 (如磁流变液、黏弹性介质等)的力学
行为时并不准确. 为此有学者提出用分数阶导数
来描述这些阻尼材料中的阻尼振动 [12,13], 即在 (1)
式中将 g(x, t)取定为用分数阶导数−δdαx/dtα表
示的分数阶外阻尼力. 另一方面, 由黏弹性材料
构成的振子在振动过程中会消耗能量从而使得

振子作阻尼振动, 这种振子本身产生的阻尼力被
称为内在的阻尼力 [14], 以便区别于由外在摩擦力
产生的外阻尼力. 已有一些学者提出采用分数阶
导数可以更好地描述内在阻尼力带来的动力学效

应 [14−17], 即将 (1) 式的mẍ修正为用分数阶导数

mdpx/dtp (1 < p 6 2)表示的分数阶内部阻尼力.
不过, 目前还少有文献讨论分数阶系统的振动

共振现象, 而关于振动共振的一个最新研究进展是
Yang 和Zhu在文献 [18]中讨论了具有分数阶外阻
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尼项的Duffing振子的振动共振现象. 本文将讨论
更一般的情况, 即如下的同时具有分数阶内、外两
种阻力项的Duffing振子的振动共振现象:

dpx/dtp = − δdqx/dtq − V (x) + f cosωt

+ F cosΩt, (2)

其中, f ≪ F, ω ≪ Ω, β > 0. dpx/dtp和
−δdqx/dtq分别表示记忆性材料构成的振子所产
生的分数阶内部阻尼力和它所受到分数阶外部阻

尼力, 并且这里的分数阶导数定义选用Caputo型
分数阶导数的定义 [19]. V (x) = ω2

0x
2/2 + βx4/4为

系统的势函数. 特别地, 当p = 2, q = 1, 系统即为
传统的欠阻尼Duffing 系统; 当p = 0, q = 1, 系统
即为传统的过阻尼Duffing系统.

2 分数阶Duffing振子的输出响应

我们首先利用快慢变量分离法推导方程 (2)的
输出响应, 不妨设x(t) = X(t) + Ψ(t), 其中X(t)

是以2π/ω为周期的慢变量, Ψ(t)是 “ 快”时间变量
τ = Ωt的以 2π为周期的快变量, 并且Ψ(t)对时间

τ的平均为0, 即满足

Ψ(t, τ) =

∫ 2π

0

Ψ(t, τ)dτ/2π = 0.

将代入方程 (2)并对方程两边取平均可分别得到
慢、快变量所满足的微分方程

dpX/dtp + δdqX/dtq + ω2
0X

+ β
(
X3 + 3XΨ2 + Ψ3

)
= f cosωt (3a)

dpΨ/dtp + δdqΨ/dtq + ω2
0Ψ

+ β
(
3X2Ψ + 3X(Ψ2 − Ψ2) + Ψ3 − Ψ3

)
= F cosΩt, (3b)

其中, Ψk =

∫ 2π

0

Ψk(t, τ)dτ/2π.

由于Ψ(t)是一个快速变化的量, 我们可以假设
Ψ̇ ≫ Ψ2, Ψ3. 因此在方程 (3b) 中略去和Ψ2, Ψ3有

关的非线性项后, 并对此方程线性化可得到快变量
Ψ(t) 所满足的线性方程为

dpΨ/dtp + δdqΨ/dtq + ω2
0Ψ = F cosΩt. (4)

不妨设Ψ(t) = F cos(Ωt+ θp,q)/µp,q, 代入 (4)式并
利用公式 dα cos(Ωt + θ)/dtα = Ωα cos(Ωt + θ +

απ/2) 化简可得

µp,q =

√
(Ap,q)

2
+ (Bp,q)

2
,

θ = − arctan (Bp,q/Ap,q) , (5)

其中,

Ap,q = ω2
0 +Ωp cos(pπ/2) + δΩq cos(qπ/2),

Bp,q = Ωp sin(pπ/2) + δΩq sin(qπ/2). (6)

又由快变量的表达式可得Ψ2 = F 2/(2µ2
p,q),

Ψ3 = 0, 代入方程 (3a)可得慢变量所满足的方程为

dpX/dtp + δdqX/dtq + Cp,q(F )X + βX3

= f cosωt, (7)

其中, Cp,q(F ) = 3βF 2/(2µ2
p,q) + ω2

0. 于是, 系统
(7)的有效势场势函数为

VF,p,q(x) = Cp,q(F )x2/2 + βx4/4. (8)

因此, 系统 (7)也可以理解为物体在其有效势场
VF,p,q(x)中所作的受迫振动. 当时, 若Cp,q(F ) =

0

(
即F = Fp,q =

[
2 (µp,q)

2 |ω2
0 |
/
(3β)

]1/2 )
,

VF,p,q(x)是一个单稳势函数, 系统 (7) 只有一个
平衡点X∗

0 = 0; 若Cp,q(F ) ̸= 0 (即F ̸= Fp,q),
VF,p,q(x)是一个双稳势函数, (7) 式有三个平衡点:
X∗

0 = 0, X∗
± = ±

√
−Cp,q(F )/β.

从下面的讨论中, 我们将看到系统的振动共振
现象和这里的有效势场VF,p,q(x) 的形态密切相关:
1) 当ω2

0 < 0 时, 原系统 (2)的势函数V (x)是一个

双势阱函数. 而系统 (7)有一个分岔点Fp,q, 即当
F < Fp,q 时, 势函数VF,p,q(x)是一个双稳势函数,
系统 (7)有一个不稳定的平衡点X∗

0和两个稳定的

平衡点X∗
±, 系统的输出响应中的慢变量将围绕平

衡点X∗
±振动; 当F > Fp,q时, 势函数VF,p,q(x)是

一个单稳势函数, 系统 (7)只有一个稳定的平衡点
X∗

0 , 系统的输出响应中的慢变量将围绕平衡点X∗
0

振动. 2) 当ω2
0 > 0时, 原系统 (2)的势函数V (x)是

一个单势阱函数且只有一个平衡点X∗
0 , 并且对任

意的F有Cp,q(F ) > 0成立. 因此, 系统 (7)的势函
数VF,p,q(x)始终是一个单稳势函数. 可见, 当高频
信号幅值F的大小取定时, 分数阶阶数 p和 q的取

值通过影响分岔点Fp,q的值而决定系统 (7)的稳定
平衡点的个数.

设Y = X −X∗并代入方程 (7)后有

dpY /dtp + δdqY /dtq + ω2
p,q(F )Y

+ 3βX∗Y 2 + βY 3 = f cosωt. (9)
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这里, ω2
p,q(F ) = Cp,q(F ) + 3β(X∗)2. 当 t →

∞, ω → 0时, 可以得到方程 (9)的近似线性方
程的解析解为Y = fQ cos(ωt + Φ), 这里幅值增益
Q和相位Φ 的解析表达式分别为

Q =
{[

ω2
p,q(F ) +∆p,q

]2
+ [∆p,q]

2
}−1/2

,

Φ = − arctan
[
∆p,q/

(
ω2
p,q(F ) +∆p,q

)]
, (10)

其中

∆p,q = ωp cos(pπ/2) + δωq cos(qπ/2). (11)

3 分数阶Duffing振子的振动共振
研究

下面我们分双势阱和单势阱两种情况讨论系

统幅值增益Q的振动共振现象.

3.1 双势阱情况: ω2
0 < 0

从 (11)式可知, 当F > 0时, Q作为F的函数

的极值点可能出现在F = Fp,q 处, 也可能出现在
dQ/dF = 0处, 即满足如下方程之一:

− 3βF 2/µ2
p,q − 2ω2

0 +∆p,q = 0,

F < Fp,q, (12a)

− 3βF 2/(2µ2
p,q)− ω2

0 −∆p,q = 0,

F > Fp,q, (12b)

当∆p,q > 2ω2
0时, 方程 (12a)有正根F

(1)
VR; 当

∆p,q < −ω2
0时, 方程 (12b)有正根F

(2)
VR, 其中,

F
(1)
VR =

[
µ2
p,q

(
∆p,q − 2ω2

0

)
/(3β)

]1/2
,

F
(2)
VR =

[
−2µ2

p,q

(
∆p,q + ω2

0

)
/(3β)

]1/2
. (13)

因此, 通过判断 dQ/dF的正负性以及F
(1)
VR,

F
(2)
VR和Fp,q 的取值大小, 可以得到系统幅值响应增
益Q的共振特性一共有下面3种情况:

情况1 当2ω2
0 < ∆p,q < 0时, Q在F

(1)
VR, F (2)

VR

两处分别取到极大值, 且F
(1)
VR < Fp,q < F

(2)
VR, 此时

系统将存在双峰振动共振现象;
情况2 当∆p,q 6 2ω2

0时, Q只在F = F
(2)
VR

处取到极大值,此时系统将存在单峰振动共振现象;
情况3 当∆p,q > 0时, Q在F = Fp,q处取到

极大值, 此时系统将存在单峰振动共振现象.
可以看到, 分数阶阶数 p, q的取值决定了判

别式∆p,q的取值, 而∆p,q的取值最后决定了系统

响应的幅值增益Q的共振特性 (即极值点个数).
为了给读者一个更直观的认识, 我们绘制了 p, q

的取值与以上三种共振特性的关系 (图 1 (a)), 其
中 (p, q) ∈ Ri 分别对应情况 i, i = 1, 2, 3的情况,
其他参数取定为ω2

0 = −0.015, ω = 0.1, δ = 2.
从图 1 (a)中可以看到, 当 p = 2, q = 1 时, 有
(p, q) ∈ R2, 即对于传统的欠阻尼Duffing振子
系统, 只会出现情况 1所对应双峰共振现象. 当
p ∈ [1, 2], q ∈ [0, 2] 时, 带有分数阶内外阻尼项
的分数阶Duffing系统则可能出现情况 1所对应的
双峰共振以及情况 2, 3 所对应两种形式的单峰共
振现象. 此外, 不同的ω2

0 , ω, δ的取值会改变区

域Ri, i = 1, 2, 3 的范围, 例如当其他参数取定为
ω2
0 = −0.02, ω = 0.1, δ = 1 时, 图 1 (b) 给出了

p, q的取值与三种共振特性的关系, 此时, 当p = 2,
q ∈ [0, 2] 时, 即对于的文献 [18]所讨论的带有分数
阶外阻尼项的欠阻尼Duffing振子系统, 则不再会
出现情况2所对应的单峰共振现象.
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图 1 ω2
0 < 0时, p, q的取值与三种共振特性的关系 (a) ω2

0 = −0.015, ω = 0.1, δ = 2; (b) ω2
0 = −0.02,

ω = 0.1, δ = 1
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图 2 分数阶Duffing系统响应增益Q作为F 和阶数 q的函数 (a) p = 1.4; (b) p = 1.1
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图 3 响应增益Q作为F 和阶数 p的函数 (a) q = 0.8; (b) q = 1.1; (c) q = 1.3
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为讨论分数阶外阻尼项阶数 q对振动共振现

象的影响, 图 2 (a)给出了当内阻尼项阶数 p = 1.4

时, 系统响应幅值增益Q作为高频幅值F和外阻

尼项阶数 q的函数的解析结果, 其他参数取定为
ω2
0 = −0.8, ω = 1, Ω = 5, δ = 1, β = 2, f = 0.5.
可以看到随着 q的增加, 系统的振动共振由单
峰共振逐渐转化为双峰共振. 这是有别于文献
[18]的仅带有分数阶外阻尼项的Duffing系统 (即
p = 2, q ∈ [0, 2]) 的另一类现象. 在文献 [18]中,
随着分数阶外阻尼项阶数的增加, 分数阶Duffing
系统的振动共振由单峰共振逐渐转化为双峰共振

后再次转化为单峰共振. 图 2 (b)给出了当 p = 1.1

时, 系统响应幅值增益Q作为F和 q的函数的解析

结果, 其他参数取定为ω2
0 = −0.8, ω = 1, Ω = 5,

δ = 1, β = 2, f = 0.5. 可以看到随着分数阶外阻
尼项阶数 q的增加, Q作为F的函数由单调递减函

数逐渐转化为具有一个单峰的非单调曲线, 即系统
一开始并没有振动共振现象, 而后随着 q的增加而

出现了单峰振动共振现象.
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图 4 响应增益Q作为F 的函数的数值结果和解析结果

比较 (a) p = 1.4, q = 0.6; (b) p = 1.4, q = 1.3

同样地, 为讨论分数阶内阻尼阶数 p对振动共

振现象的影响, 图 3 (a), (b), (c)分别给出了分数
阶外阻尼阶数分别取定为 q = 0.8, 1.1, 1.3时, 系

统响应的幅值增益Q作为F和 p 的函数的解析结

果, 其他参数取定为ω2
0 = −0.6, ω = 0.4, Ω =

4, δ = 1, β = 1, f = 0.5. 从图 3 (a)中可以看到,
当 q = 0.8时, 系统的振动共振始终是单峰共振; 从
图 3 (b)中可以看到, 当 q = 1.1时, 随着内阻尼项
阶数 p的增加, 系统的振动共振由单峰共振逐渐转
化为双峰共振; 当 q = 0.8时, 系统的振动共振始终
是双峰共振.

图 4 (a)和 (b)则给出了当 p, q取值给定时, 分
别用解析方法和数值模拟方法绘制的系统响应

幅值增益Q作为F的函数的解析结果和数值仿真

结果曲线的比较结果, 其他参数同图 2 . 可以看
到, 本节给出的解析结果和数值模拟结果基本一
致. 当 p = 1.4, q = 0.9 时, 有∆p,q > 0, 此时Q

在F = 5处取得最大值; 当 p = 1.4, q = 1.3时, 有
2ω2

0 < ∆p,q < 0, Q在F = 7和F = 17.5两处取得

最大值.

3.2 单势阱情况: ω2
0 > 0

此时, 由 (10)式可知Q的极值取值可以有如下

两种情况:
情况1 当∆p,q < −ω2

0时, 系统将在F =

F
(2)
VR 处出现单峰振动共振, 其中, F

(2)
VR的取值由

(13)式给出;
情况2 当∆p,q > −ω2

0时, 系统不存在振动
共振现象.

q

p

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R2

R1

图 5 ω2
0 > 0时, p, q的取值与共振特性情况 1, 2的关系

我们也绘制了 p, q的取值与共振特性情况 1,
2的关系, 如图 5 (a), (b)所示, 其中 (p, q) ∈ Ri分

别对应情况 i, i = 1, 2的情况, 其他参数取定为
ω2
0 = −0.01, ω = 0.2, δ = 2. 从图 5 (a)中可以看
到, 当 p = 2, q = 1时, 有 (p, q) ∈ R1, 即对于传
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统的欠阻尼Duffing振子系统会出现单峰共振现象,
这和文献 [4]中的分析是一致的;当p = 0, q = 1时,
有 (p, q) ∈ R2, 即对于传统的过阻尼Duffing 振子
系统不会出现振动共振现象; 当p ∈ [1, 2], q ∈ [0, 2]

时, 带有分数阶内、外两种阻尼力的Duffing 振子
则可能出现单峰共振或者无共振现象. 同样地, 不
同的ω2

0, ω, δ的取值也会改变区域Ri, i = 1, 2 的

范围.
图 6 (a)给出了当内阻尼阶数 p = 1.3时, 系

统响应幅值增益Q作为高频幅值F和外阻尼阶

数 q的函数的解析结果, 其他参数取定为ω2
0 =

0.02, ω = 1, Ω = 5, δ = 1, β = 1, f = 0.5.
可以看到随着外阻尼项阶数的增加, 系统由没有振
动共振逐渐变为具有单峰振动共振. 图 6 (b)则给

出了当外阻尼阶数 q = 1.35时, 系统响应幅值增益
Q作为高频幅值F和内阻尼阶数 p的函数的解析

结果, 其他参数取定为ω2
0 = 0.001, ω = 0.4, Ω =

4, δ = 1, β = 0.6, f = 0.5, 同样地, 随着内阻尼项
阶数 p的增加, 系统也由没有振动共振逐渐变为具
有单峰振动共振.

图 7 (a)和 (b)则给出了当 p, q取值给定时, 分
别用解析方法和数值模拟方法绘制的系统响应幅

值增益Q作为F的函数的解析结果和数值仿真结

果曲线的比较结果, 其他参数取值同图 6 (a). 可以
看到, 本文给出的解析结果和数值模拟结果非常符
合. 当 p = 1.3, q = 0.3时, 有∆p,q > −ω2

0, Q是

F的单调递减的函数; 当 p = 1.3, q = 1.1时, 有
∆p,q < −ω2

0, 此时Q在F = 7处取得最大值.
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图 6 (a) p = 1.3时, 响应增益Q作为F 和阶数 q的函数; (b) q = 1.35时, 响应增益Q作为F 和阶数 p的函数
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图 7 响应增益Q作为F 的函数的解析结果和数值结果比较 (a) p = 1.3, q = 0, 3; (b) p = 1.3, q = 1.1

4 结 论

本文将分数阶内、外两种阻尼力同时引入到整

数阶Duffing振子, 讨论了高频周期信号和低频周

期信号诱发的振动共振现象, 并研究了分数阶阶数

对上述现象的影响. 解析分析和数值结果均表明,

分数阶Duffing振动动力系统中仍然存在振动共振

现象, 而分数阶导数的引入则导致了系统有效势函
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数的改变, 从而引发了比整数阶Duffing系统更丰
富的振动共振现象.
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Vibrational resonance in a Duffing system with
fractional-order external and intrinsic dampings driven

by the two-frequency signals∗
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Abstract
The phenomenon of vibrational resonance (VR) in a Duffing system with both fractional-order external damping

and fractional-order intrinsic damping driven by the two-frequency periodic signals is investigated. It is observed that
the resonance amplitude Q can be optimized by an appropriate choice of the amplitude of the high-frequency signal.
The obtained relationship between VR and the fractional-orders shows that both fractional-order external damping and
fractional-order intrinsic damping can induce changes of the shapes of the effective potential function and then lead to
more abundant resonance behaviors than in the traditional dynamic systems.
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