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非Kolmogorov大气湍流对高斯列阵
光束扩展的影响∗
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本文推导出了高斯列阵光束在非Kolmogorov大气湍流中传输的瑞利区间 zR、湍流距离 zT和远场发散

角 θ的解析表达式, 研究了非Kolmogorov湍流的广义指数α和列阵光束的合成方式对高斯列阵光束扩展的

影响. 研究表明: 不论相干还是非相干合成高斯列阵光束, zR, zT和 θ均随着α的增加而呈非单调变化. 当
α = 3.108时, zR和 zT取极小值, 而 θ取极大值, 即当α = 3.108时高斯列阵光束扩展最厉害, 光束扩展受湍
流影响也最厉害. 非相干合成高斯列阵光束扩展比相干合成的要大, 但受非Kolmogorov湍流影响却要小. 特
别值得指出的是: 当自由空间光束衍射较小时, 有 zT < zR, 即在瑞利区间范围内大气湍流就对光束扩展有影
响; 而当自由空间光束衍射较大时, 有 zT > zR, 即在瑞利区间范围内大气湍流对光束扩展几乎没有影响.
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1 引 言

光束合成的方式通常有两种, 即相干和非相干
合成. 光束合成技术的主要目的是获得高的激光
输出功率, 并保持良好的光束质量 [1,2]. 激光在湍
流大气中的传输是一个有重要理论和实际应用意

义的课题 [3,4]. 大气湍流会导致激光束扩展, 这使
其在许多领域中的应用受到限制. 已有研究表明,
大气湍流对不同合成方式列阵光束的影响是不同

的 [5,6].
长期以来, Kolmogorov湍流模型一直被人们

接受并得到广泛的应用 [7−14]. 然而, 最近实验结
果表明: 由于实际大气呈现出不均匀性或各向异
性等特征, 大气湍流与通常的Kolmogorov功率谱
描述的湍流有较大的偏差 [15−17]. Toselli等人通
过引入广义指数α和广义振幅因子来描述非Kol-
mogorov湍流的功率谱 [18,19]. 当α = 11/3时, 非
Kolmogorov湍流功率谱 [18,19]简化为Kolmogorov

湍流功率谱. 近来, 国内外学者对几种不同单束激
光通过非Kolmogorov湍流传输进行了研究 [20−24].
最近, 我们研究了谱宽、偏心参数和湍流广义指数
对多色偏心光束在非Kolmogorov湍流传输特性的
影响 [25]. 迄今为止, 非Kolmogorov湍流对列阵激
光束传输特性研究涉及甚少. 文献 [26]研究了相
干合成畸变列阵光束在非Kolmogorov湍流中传输
的光强特性, 文献 [27]研究了径向分布高斯列阵光
束通过非Kolmogorov湍流传输光束二阶矩束宽的
变化.

在激光理论中, 瑞利区间用来描述激光束无
明显扩展的传输距离, 即准直范围 [28]. 湍流距离
是光束扩展开始明显受到大气湍流影响的光束传

输距离 [7]. 远场发散角用来描述激光束在远场的
扩展情况. 显然, 这三个物理量既有区别, 又有联
系, 它们从不同角度描述了激光束的扩展以及湍流
对扩展的影响. 本文采用瑞利区间、湍流距离和远
场发散角作为描述光束扩展的物理量, 研究了非
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Kolmogorov大气湍流和不同的光束合成方式 (相
干和非相干合成) 对一维高斯光束线阵光束扩展的
影响, 分析了瑞利区间与湍流距离间的关系, 得到
了一些有意义的结果, 并对部分结论给予了合理的
物理解释.

2 瑞利区间

设在直角坐标系下, z = 0平面处有N束高斯

光束沿x轴排列, 构成一维线阵. 为方便起见, N
取奇数. 在相位锁定情况下, 列阵光束是相干合成.
z = 0平面处相干合成高斯列阵光束的交叉谱密度

函数可表示为

W (0)(x′1, x
′
2, z = 0)

=

(N−1)/2∑
m=−(N−1)/2

(N−1)/2∑
n=−(N−1)/2

exp
[
−
(
(x′1 −mxd)

2

+ (x′2 − nxd)
2
)
w−2

0

]
, (1)

其中w0是单束高斯光束的束腰宽度, xd是相邻子

光束间距.
根据广义惠更斯菲涅尔原理, 相干合成高斯

列阵光束通过大气湍流传输在 z平面处的平均光

强为 [4]

⟨I(x, z)⟩

=
k

2πz

∫∫
dx′1dx′2W (0)(x′1, x

′
2, z = 0)

× exp
{

ik
2z

[(
x′1

2 − x′2
2
)
− 2 (x′1 − x′2)x

]}
× ⟨exp [ψ∗ (x, x′1, z) + ψ (x, x′2, z)]⟩m , (2)

其中k = 2π/λ为波数 (λ是波长), ψ(x′, x, z)是依
赖于湍流介质的复相位结构函数, ⟨·⟩m表示湍流大
气统计的系综平均, 且 [4]

⟨exp [ψ∗ (x, x′1, z) + ψ (x, x′2, z)]⟩m

= exp
{
− 4π2k2z

1∫
0

∞∫
0

κΦn (κ, α)

× [1− J0 (κξ |x′2 − x′1|) dκdξ]
}
, (3)

式中J0(·)为零阶贝塞耳函数, Φn (κ, α)是湍流大

气介质的折射率起伏空间功率谱.
若大气湍流采用非Kolmogorov统计, 且功率

谱函数具有von-Karman形式, 即 [18]

Φn (κ, α) = A(α)C̃2
n

exp[−(κ2/κ2m)]

(κ2 + κ20)
α/2

,

0 6 κ <∞, 3 < α < 4, (4)

式中κ0 = 2π/L0, L0为湍流的外尺度, κm =

c(α)/l0, l0为湍流的内尺度, C̃2
n为广义折射率结

构函数, 单位为m3−α, 且 [18]

A(α) =
1

4π2
Γ (α− 1) cos

(απ
2

)
,

c(α) =

[
Γ

(
5− α

2

)
A(α)

2

3
π

]1/(α−5)

, (5)

式中Γ (·)为Gamma函数, α为湍流广义参数. 当
α = 11/3, A(11/3) = 0.033, C̃2

n = C2
n, (4)式简化

为Kolmogorov湍流功率谱.
为了便于积分, 作积分变量变换, 即令u =

(x′2 + x′1)/2, v = x′2 − x′1, 并将 (1), (3)—(5)式代
入 (2)式, 则相干合成高斯列阵光束通过非Kol-
mogorov大气湍流传输的平均光强表示为

⟨I(x, z)⟩

=
k

2πz

∫∫
dudv exp

{
− 4π2k2z

×
∫ 1

0

∫ ∞

0

κΦn (κ, α) [1− J0 (κξv) dκdξ]
}

× exp(−ik
z
uv) exp(ik

z
xv)

× exp
[
−
(
2u2 + v2/2− 2(m+ n)xdu

+ (m− n)xdv + (m2 + n2)x2d
)
w−2

0

]
. (6)

二阶矩束宽的定义为

w2(z) =

4

∫
x2 ⟨I(x, z)⟩ dx∫
⟨I(x, z)⟩ dx

. (7)

将 (4)—(6)式代入 (7)式, 通过复杂的积分
运算, 得到相干合成高斯列阵光束通过非Kol-
mogorov大气湍流传输的二阶矩束宽为

w2(z) |co = A+Bz2 + Fz3, (8)

其中

A =
1

G

(N−1)/2∑
m=−(N−1)/2

(N−1)/2∑
n=−(N−1)/2

S
[
w2

0

+ (m+ n)
2
x2d

]
, (9)

B =
1

G

(N−1)/2∑
m=−(N−1)/2

(N−1)/2∑
n=−(N−1)/2

4S

w2
0k

2

×
[
1− 1

w2
0

(m− n)
2
x2d

]
, (10)

S = exp
[
− 1

2w2
0

(m− n)
2
x2d

]
, (11)
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G =

(N−1)/2∑
m=−(N−1)/2

(N−1)/2∑
n=−(N−1)/2

S, (12)

F =
8

3
π2

∫ ∞

0

κ3Φn (κ, α) dκ. (13)

瑞利区间 zR定义为激光束横截面积扩展到源场处

的 2倍时激光束所传输的距离 [28]. 由 (8)式可得到
相干合成高斯列阵光束通过非Kolmogorov大气湍
流传输的瑞利区间为

zR|co =
1

3F
(Y +

B2

Y
−B), (14)

其中

Y =
[27
2
AF 2 −B3

+
3

2
F (81A2F 2 − 12AB3)1/2

]1/3
. (15)

自由空间传输时 (F = 0), (14)式失效. 当
F = 0时, 利用 (8)式可容易得到相干合成高斯列
阵光束在自由空间传输的瑞利区间为

√
A/B.

在相位不锁定情况下, 列阵光束是非相干合
成, 其合成平均光强为各子光束平均光强之和.
同理, 可得非相干合成高斯列阵光束在非Kol-
mogorov大气湍流中传输的二阶矩束宽为

w2(z) |inco = A′ +B′z2 + Fz3, (16)

其中A′ = w2
0 + (N2 − 1)x2d/3, B′ = 4/(w2

0k
2).

根据 (16)式, 得到相干合成高斯列阵光束在非
Kolmogorov大气湍流中传输的瑞利区间为

zR|inco =
1

3F
(Y ′ +

B′2

Y ′ −B′), (17)

其中Y ′可由 (15)式中A和B用A′和B′代替得到.
同理, 得到非相干合成高斯列阵光束在自由空间传
输的瑞利区间为

√
A′/B′.

图 1和图 2分别是合成高斯列阵光束的瑞利

区间 zR和相对瑞利区间 zR/zRfree随湍流广义参

数α的变化曲线, 其中 zR和 zRfree为分别为大气湍

流和自由空间中对应的瑞利区间. 数值计算参数
取为L0 = 1 m, l0 = 10 mm, w0 = xd = 5 mm,
N = 11, λ = 1.06 µm和 C̃2

n = 5 × 10−13 m3−α.
显然, zR/zRfree < 1, 且 zR/zRfree越小表明其受湍

流影响越大. 从图 1 和图 2可以看出, 在大气湍
流中, 不论相干还是非相干合成高斯列阵光束, zR

和 zR/zRfree 均随着α的增加而呈非单调变化, 在
α = 3.108处有一极小值, 即此时光束准值范围最
小, 光束的扩展最快, 同时受湍流影响也最厉害.
图 1还表明, 当α > 3.108时, 相干与非相干合成

高斯列阵光束 zR的差异随着α的增大而明显增大.
此外, 相干合成比非相干合成的 zR要大 (见图 1 ),
但其受湍流影响也要大 (见图 2 ). 造成这一结果的
物理原因是, 光束在大气湍流中传输其光束扩展由
两个因素确定: 一是光在自由空间的衍射, 二是湍
流大气. 物理上, 光在自由空间中的衍射扩展越大,
大气湍流对光束扩展的影响越小. 容易算出图 2中

对应的相干和非相干合成高斯列阵光束的 zRfree分

别为 474.4 m 和 1527.9 m. 因此, 相干合成比非相
干合成 zR受湍流影响要大.
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图 1 瑞利区间 zR随湍流广义参数α的变化
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图 2 相对瑞利区间 zR/zRfree随湍流广义参数α的变化

3 湍流距离

湍流距离 zT是定量描述湍流对光束扩展影响

的物理量, 其定义为 [7]

w2(zT)− w2(zT) |free
w2(zT)

= η, (18)

其中 η为小正数 (如 0 < η 6 0.1). 当 z < zT时, 可
以认为光束扩展没有受到湍流影响; 当 z > zT时,
则认为光束扩展受到了湍流的影响. 显然, zT越大
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表明光束扩展受湍流影响越小.
将 (8), (14)式代入 (18)式, 得到 zT满足的三

次方程, 即

F (1− η)z3T −Bηz2T −Aη = 0. (19)

α

α

α=3.108

α=3.108

z
T
,z
R
/
m

z
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R
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m

3.0 3.2 3.4 3.6 3.8
100

200

300

400

500

(a)

zT

zT

zR

zR

zT

zT

zR

zR
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图 3 湍流距离 zT和瑞利区间 zR随湍流广义参数α的变

化 (a) w0 = xd = 5 mm, N = 11; (b) w0 = 0.5 mm,
xd = 1.2 mm, N = 7

三次方程 (19)有唯一实解, 即

zT|co =
1

3 3
√
2F (1− η)

(
R1/3 +

3
√
4B2η2

R1/3

)
+

Bη

3F (1− η)
, (20)

其中

R =3F (1− η)
√
81F 2(1− η)2η2A2 + 12B3η4A

+ 2B3η3 + 27F 2(1− η)2ηA. (21)

(20)式即为相干合成高斯列阵光束在非Kol-
mogorov湍流中传输的湍流距离的解析表达式. 同
理, 可以得到非相干合成高斯列阵光束在非Kol-
mogorov湍流中传输的湍流距离的解析表达式为

zT|inco =
1

3 3
√
2F (1− η)

(
R′1/3 +

3
√
4B′2η2

R′1/3

)
+

B′η

3F (1− η)
, (22)

其中R′可由 (21)式中A和B用A′和B′代替得到.
图 3为合成高斯列阵光束的湍流距离 zT随湍

流广义参数α的变化曲线. 为了便于比较, 图 3中

还同时给出了其对应列阵光束瑞利区间 zR随α的

变化曲线. 数值计算参数取为L0 = 1 m, l0 = 10

mm, λ = 1.06 µm, η = 0.1和 C̃2
n = 5×10−13 m3−α.

zT随α的变化规律与 zR随α的变化规律一样, 即
在α = 3.108处有一极小值. 比较图 3 (a)与 (b)可
知: 当光束自由空间衍射较小时, 有 zT < zR(见
图 3 (a)), 即在瑞利区间范围内, 大气湍流对光束扩
展就有了影响; 而当光束自由空间衍射较大时, 有
zT > zR(见图 3 (b)), 即在瑞利区间范围内, 大气湍
流对光束扩展几乎没有影响, 并且其 zR几乎不随α

而变化.

4 远场发散角

根据远场发散角定义以及 (8)和 (16)式, 可以
得到相干和非相干合成高斯列阵光束在非Kol-
mogorov湍流中传输的远场发散角分别为

θ|co = lim
z→∞

w(z)

z
=

√
B + Fz, (23)

和

θ|inco =
√
B′ + Fz. (24)

当F = 0时, (23)和 (24)式简化为相干和非相干合
成高斯列阵光束在自由空间中传输的远场发散角

表达式.

α

α=3.108

3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
0.5

1.0

1.5/
1
0
−
3
 r
a
d

2.0

2.5

θ

图 4 远场发散角 θ随湍流广义参数α的变化

图 4和图 5分别是合成高斯列阵光束的远场发

散角 θ和相对远场发散角 θ/θfree随湍流广义参数α

的变化曲线, 其中 θ和 θfree分别为大气湍流和自由

空间中光束对应的远场发散角. 数值计算参数取为
L0 = 1 m, l0 = 10 mm, λ = 1.06 µm, z = 20 km,
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C̃2
n = 5× 10−14 m3−α. 显然, θ/θfree > 1, 且 θ/θfree

越大表明其受湍流影响越大. 图 4和图 5表明, 在
大气湍流中, 不论相干还是非相干合成高斯列阵
光束, θ和 θ/θfree均随着α的增加呈非单调变化, 在
α = 3.108处有一极大值, 即此时光束远场发散角
最大, 光束远场扩展最大, 同时受湍流影响也最厉
害. 图 4还表明, 当α > 3.108时, 相干与非相干合
成高斯列阵光束 θ的差异随着α的增大而增大. 此
外, 湍流中, 非相干合成时 θ比相干合成时要大 (见
图 4 ), 但 θ受湍流影响要小 (见图 5 ).

α
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2
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θ
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图 5 相对远场发散角 θ/θfree随湍流广义参数α的变化

5 结 论

本文推导出了高斯列阵光束在非Kolmogorov
大气湍流中传输的瑞利区间 zR、湍流距离 zT和远

场发散角 θ的解析表达式, 研究了非Kolmogorov
湍流的广义指数α和列阵光束的合成方式 (相干
和非相干合成)对高斯列阵光束扩展的影响. 研
究表明: 不论相干还是非相干合成高斯列阵光
束, zR, zT和 θ均随着α的增加呈非单调变化. 当
α = 3.108时, zR和 zT取极小值, 而 θ取极大值, 即
当α = 3.108时光束扩展最厉害, 光束扩展受湍流
影响也最厉害. 当α > 3.108时,相干与非相干合成
高斯列阵光束的 zR, zT和 θ的差异随着α的增大而

增大. 与相干合成高斯列阵光束相比较, 非相干合
成高斯列阵光束的 zR小、θ大 (即光束扩展大), 但
zT小 (即光束扩展受湍流影响小).

特别值得指出的是: 当自由空间光束衍射较小
时, 有 zT < zR, 即在瑞利区间范围内大气湍流就对
光束扩展有影响; 而当自由空间光束衍射较大时,
有 zT > zR, 即在瑞利区间范围内大气湍流对光束
扩展几乎没有影响. 本文所得结果具有重要的理论

和实际应用意义.
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Abstract
The expressions for the Rayleigh range zR, the turbulence distance zT and the far-field angle θ of Gaussian array

beams propagating through non-Kolmogorov turbulence are derived. Influence of generalized exponent factor α of the
atmospheric power spectrum and the type of beam combinations on the spreading of Gaussian array beams is studied.
It is shown that for both coherent and incoherent combinations, the dependence of zR, zT and θ on α is not monotonic.
When α = 3.108, zR and zT reach their minima, and θ reaches its maximum. This means that the spreading is largest,
and the spreading is enormously affected by turbulence when α = 3.108. For the incoherent combination the spreading
is larger than that for the coherent combination, but for the incoherent combination the spreading is less affected by
turbulence than that for the coherent combination. It may be that, for the small free-space diffraction we have zT < zR,
i.e., the spreading is affected by turbulence within the Rayleigh range; for the large free-space diffraction we have zT > zR,
i.e., the spreading is less affected by the turbulence within the Rayleigh range.

Keywords: non-Kolmogorov turbulence, coherent and incoherent combinations, Rayleigh range and
turbulence distance, far-field angle
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