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含定向非均匀体固体材料的横观各向同性

有效弹性模量∗

宋永佳 胡恒山†

(哈尔滨工业大学, 航天科学与力学系, 哈尔滨 150001)

( 2013年 5月 27日收到; 2013年 10月 2日收到修改稿 )

针对非均匀体定向指向的情况, 将非均匀体对弹性波的散射等效为球形有效体对弹性波的散射, 推导出
了呈现横观各向同性的有效弹性模量. 理论分析表明: 本文得到的有效模量公式至少具有二阶精度. 数值计
算表明: 本文的有效模量随孔隙度增加而降低, 不会出现Hudson模型中在孔隙度超过一定阈值后不减反增
的问题. 另外, 在非均匀体指向随机的情况, 本文得到的有效模量公式归结为Kuster-Toksöz模型的公式. 对
于由扁状裂隙作为非均匀体的孔隙岩石, 裂隙内液体主要影响横观各向同性对称轴方向的纵波模量.
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1 引 言

两相或多相材料的有效弹性模量 [1]是固体力

学关注的经典问题. 人们既关注人工合成复合材
料的有效弹性性质, 又关注天然含孔隙、裂隙岩石
的有效弹性模量 [2]. 为使人工合成的复合材料具
有特定的性能, 所添加的”包体”往往具有某种特定
的排列方式, 例如添加纤维增强体用来增强抗拉伸
性; 多孔岩石在地应力作用下, 其内部孔隙或裂隙
的指向往往具有定向特点, 这些都会导致宏观模量
呈现出各向异性, 尤其是横观各向同性 (transverse
isotropy, TI) [3,4]. 近年来, 地球物理领域关心与
弹性波传播相关的模量问题 [5−8]. Eshelby [9,10]给

出了各向同性基质中稀疏椭球形非均匀体内、外

的弹性场. 由于非均匀体内部弹性场的简易性,
Eshelby [9]的解成为了很多有效弹性模量预报理

论的基础, 包括自洽理论 (self-consistent理论, S-C
理论, 例如O’Connell等 [11]和Berryman等 [12]) 和
微分法 (DEM法, 例如Bruner [13]和Sun等 [14]) 等.

Kuster和Toksöz [15]基于弹性波散射理论给出了含

随机非均匀体材料的有效弹性模量预报公式, 也正
是由于非均匀体是随机指向的, 他们的模型 (K-T
模型)只限于预报各向同性的有效模量. 断层和一
些孔隙岩石中会存在定向裂隙, 这会导致有效模量
呈现出横观各向同性的特征, 因此对含定向非均匀
体介质的有效模量预报具有实际意义.

对于非均匀体定向指向的情况, 已有的、应用
比较广泛的有效模量模型包括Eshelby-Cheng模
型 [16](E-C模型)和Hudson模型 [17]. 基于Eshelby
的解 [9], Cheng [16]从应变能出发, 给出了含一般椭
球形非均匀体固体材料有效弹性模量的计算公式,
即E-C模型. Hudson [17]从分别求非均匀体的单

散射波和二重散射波的角度也给出了有效弹性模

量的计算公式. E-C模型和Hudson模型预报的有
效模量均呈现TI特征. Liu等 [6]和Chapman [18]在

E-C模型的框架内考虑液体在孔隙和裂隙间的局
域流动, 得到了复TI弹性模量, 这对解释弹性波在
多孔岩石中传播时的频散和衰减具有重要理论意

义. 但E-C模型只具有一阶精度且过于粗糙, 计算
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的有效模量随孔隙度的增加而线性降低, 不能够应
用于更高孔隙度或更高裂隙密度的情况. Hudson
模型虽然具有二阶精度, 但当孔隙度超过一定阈值
后有效模量不减反增, 这与实际不符. 因此, E-C
模型和Hudson模型都只适用于低含量非均匀体的
情况. Jakobsen等 [19]基于Eshelby [10]的外部解给

出了有效模量预报理论 (即T-Matrix方法), 该理
论也能预报含定向非均匀体材料的有效模量, 且精
度高. 但由于T-Matrix方法不仅需要准确知道非
均匀体的分布和微结构, 还需要数值解积分式 (来
自于对Green 函数的积分), 所以该理论不是一种
易于实现、简单的快速方法. 最近, 孔丽云等 [20]考

虑了裂隙诱导的TI双孔隙介质的弹性模量; Shen
等 [21]考虑一维纵向应力的情况, 利用能量守恒原
理给出了含缺陷固体介质的杨氏模量; Ma等 [22]考

虑了非均匀体指向及形状对有效弹性模量的影响,
结合成像技术和有限元方法计算了含孔隙和定向

裂隙涂层材料的有效弹性模量.
线性的E-C模型和抛物型的Hudson模型都没

法相对准确预报非均匀体中等含量范围的有效弹

性模量, Hudson也曾证明过微分法和自洽理论都
不具有二阶精度. 建立一种适用于非均匀体含量较
高、计算简便且精度高的模型具有重要的意义. 本
文的目的是建立一种适用于非均匀体中等含量、计

算简便且精度高的含定向非均匀体固体材料的有

效弹性模量模型. 这不仅对解释一些岩石呈现弹性
各向异性的特点具有实际意义, 而且对认识断层的
弹性性质具有一定意义, 还对预报人工复合材料有
效模量具有指导意义.

2 基于球形有效体的TI有效弹性模
量推导

假设复合材料中的各成分相 (包括背景基质和
非均匀体)的弹性模量是各向同性的, 图 1给出了

含定向非均匀体复合材料的示意图, 本文研究的有
效弹性模量的各向异性是由椭球形非均匀体定向

排列造成的. 从图 1中适当抽取一小块包含有非均

匀体的球形区域作为有效体, 如图 2 (a)虚线包围
的区域所示. 设Ω为非均匀体所占据的区域. 在弹
性波扰动作用下, 设u0 (x) exp (−iωt)为远处弹性
波入射位移场, u (x) exp (−iωt)和v (x) exp (−iωt)

分别为Ω 外部和Ω内部的总位移场, 则有

u (x) =u0 (x) + us (x) ,x /∈ Ω,

v (x) =u0 (x) + vs (x) ,x ∈ Ω, (1)

其中us和vs为散射场, ω为角频率, t为时间,
i =

√
−1为单位虚数. 根据Mal和Knopoff [23]给

出的散射位移场积分表达式, 非均匀体 (即散射子)
外部散射场为

us
k(x) =

∫
Ω

[
∆ρω2vi (ζ)Gki (x, ζ)

−∆Cijpq
∂vp (ζ)

∂ζq

∂Gki (x, ζ)

∂ζj

]
dζ, (2)

其中重复下标满足Einstein求和约定. Gki (x, ζ)

为格林函数, 向量x和ζ 分别为观测点的空间坐标

和散射子内部的空间坐标, vi为散射子内的总位移
场, ∆ρ和∆Cijpq 分别为非均匀体与背景基质的密

度差和弹性模量差

∆ρ =ρ′ − ρ,

∆C =C ′ −C, (3)

其中上标带一撇的物理量表示非均匀体的密度和

弹性模量, 不带撇的物理量表示背景基质的密度和
弹性模量. 各向同性弹性模量C和C ′的表达式为

Cijkl =λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) ,

C ′
ijkl =λ′δijδkl + µ′ (δikδjl + δilδjk) , (4)

其中λ, µ和λ′, µ′分别为背景基质和非均匀体的拉

梅常数, δij为Kronecker符号.
一方面, 对于小体积的散射子而言, Miles [24]

指出: 散射子内部位移的一阶近似等于无散射子时
的位移, 即v (ζ) = u0; 另一方面, 在波长远大于非
均匀体尺寸的前提下, 小尺度非均匀体内的应变可
近似为准静态的情况. 因此 (2)式可改写为

图 1 含定向非均匀体复合材料的示意图
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图 2 弹性波散射示意图 (a) 非均匀体散射; (b) 球形有
效体散射

us
k(x) =VΩ

[
∆ρω2u0

i (ζ)Gki (x, ζ)

−∆CijpqUpqrse
0
rs

∂Gki (x, ζ)

∂ζj

]
, (5)

其中VΩ为Ω的体积. 四阶张量Upqrs与非均匀体

的指向有关, 它表示远处施加应变场到非均匀体内
部总应变场的变换关系

1

2

[
∂vp (ζ)

∂ζq
+

∂vq (ζ)

∂ζp

]
= Upqrse

0
rs. (6)

(6)式中远处施加应变 e0rs与入射位移场u0存在几

何对应关系. 张量U与应变集中张量T (也称Wu
张量 [25])满足坐标变换关系

Uijkl = lαilβjlγklδlTαβγδ. (7)

(7)式中的 lmn为非均匀体的局部系第m个坐

标轴与宏观系第n个坐标轴夹角的余弦, 因此
lαilβjlγklδl是张量T 由局部系到宏观系的坐标变

换. Wu张量T 是在非均匀体局部系与宏观系一致

时远场施加应变e0到非均匀体内总应变的函数关

系, 它与背景基质的弹性模量、非均匀体的弹性模

量及其形状有关, T 的表达式为 (Qu等 [26])

T =
[
I + SC−1 (C ′ −C)

]−1
, (8)

其中 I为四阶单位张量. S为非均匀体的Eshelby
张量 [9], 它只与非均匀体的形状和背景基质的泊
松比有关. 括号外的上标−1表示求逆. (7)式中
坐标变换的引入是为考虑局部系与宏观系可能不

重合的情况 (本文只限局部系与宏观系间存在旋
转变换的情况). 以椭球形非均匀体为例, 若半轴
a1 = a2 ̸= a3, 可定义a3/a1为纵横比, a3半轴所在
的方向为非均匀体的指向.

若非均匀体Ω在背景基质中的散射场等效为

球形有效体 (图 2 (b)虚线部分)在背景基质中的散
射场, 则可利用这一假设求得有效体的弹性模量.
参照 (5)式, 可直接写出有效体在背景基质中的散
射位移场

us
k(x) =V ∗

[
∆ρ∗ω2u0

i (ζ)Gki (x, ζ)

−∆C∗
ijpqU

∗
pqrse

0
rs

∂Gki (x, ζ)

∂ζj

]
, (9)

其中上标 ∗表示与有效体有关的待求物理量, V ∗为

有效体的体积,

∆ρ∗ =ρ∗ − ρ,

∆C∗ =C∗ −C. (10)

(10)式中的ρ∗和C∗分别为待求有效体的密度和弹

性模量. 令

c =
VΩ

V ∗ (11)

表示非均匀体在有效体中占有的体积份数. 为简
便, 假设我们考虑的是两相复合材料且非均匀体的
形状和大小相同、指向也相同. 若非均匀体的散射
场等于有效体的散射场, 即 (5)式和 (9)式相等得到

(∆ρ∗ − c∆ρ)ω2u0
i (ζ)Gki (x, ζ)

−
(
∆C∗

ijpqU
∗
pqrs − c∆CijpqUpqrs

)
× e0rs

∂Gki (x, ζ)

∂ζj
= 0. (12)

(12)式对任意施加的位移u0及应变e0都成立, 因
此 (12)式左端两项同时为零, 再由 (3)式和 (10)式
得有效密度的表达式为

ρ∗ = (1− c) ρ+ cρ′, (13)

有效弹性模量满足

(C∗ −C)U∗ = c (C ′ −C)U , (14)
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或

C∗ = cC ′UU
∗−1

+C
(
I − cUU∗−1

)
. (15)

张量 cUU∗−1和I − cUU∗−1相当于非均匀体弹性

模量和背景基质弹性模量在有效弹性模量中的权.
但由于张量U∗−1本身也与C∗ 有关, 因而 (15)式
只是C∗的隐式表达.

下面将给出有效模量的显式表达. 为简便, 认
为宏观系与有效体的坐标系是重合的, 因此有

U∗ = T ∗ =
[
I + S∗C−1 (C∗ −C)

]−1
, (16)

其中S∗为球形有效体的Eshelby张量, 它只与背
景基质的泊松比 ν有关, 其表达式为 (Eshelby [9],
Mura [27])

S∗
ijkl =

1

15

[
δijδkl

5ν − 1

1− ν

+ (δikδjl + δilδjk)
4− 5ν

1− ν

]
. (17)

将 (16)式代入 (14)式得C∗满足

C∗ −C

=c (C ′ −C)U
[
I + S∗C−1 (C∗ −C)

]
. (18)

移项后得C∗的显式表达式

C∗ =C + c
[
I − c (C ′ −C)US∗C−1

]−1

× (C ′ −C)U . (19)

T 与U间的关系式 (7)也可表示为

U = L−1TL, (20)

其中L为四阶坐标变换张量. 各向同性弹性模量
C, C ′和弹性柔度C−1以及球形Eshelby张量S∗

与坐标旋转无关, 这四个张量满足

X = L−1XL, (21)

其中X可取C, C ′, C−1和S∗. 将 (20)式代入 (19)
式并由张量的旋转不变性 (21)式得

C∗ =C + cL−1
[
I − c (C ′ −C)TS∗C−1

]−1

× (C ′ −C)TL. (22)

有效模量表达 (22)中含有的张量L体现了非均匀

体局部系可能与宏观观测系存在旋转变换. 当非均
匀体局部系与宏观系一致时 (即L = I时), 有效模
量为

C∗ =C + c
[
I − c (C ′ −C)TS∗C−1

]−1

× (C ′ −C)T . (23)

可以证明有效模量表达 (23)式呈现TI的特征. C∗

的显式表达 (22)式或 (23)式是本文得到的主要
公式.

3 非均匀体在两种特殊指向情况下的
有效弹性模量

若非均匀体的指向都相同, 用 (23)式可以直接
求出有效弹性模量. 但当非均匀体随机指向或指向
具有一定规律的时候, (22)式中坐标变换张量L的

作用就体现了出来. 有效弹性模量的表达 (22)可改
写为隐式形式

1

c
(C ′ −C)

−1
(C∗ −C)T ∗ = L−1TL = U , (24)

从 (24)式可以看出惟一与指向有关的变量是U , 因
此当非均匀体的指向具有一定规律时, 只需要找到
等效的 T̃ 代替 (24)式中L−1TL(或U)即可求出相
应的有效模量. 再由 (24)式与 (19)等价知只要将 T̃

代替 (19)式中的U即可求出相应的有效模量

C̃∗ =C + c
[
I − c (C ′ −C) T̃ S∗C−1

]−1

× (C ′ −C) T̃ . (25)

θ

θ

θ

3
3'

2'

2

1

1'

O

φ

φ

φ

图 3 坐标系旋转示意图

首先考虑如图 3所示两个直角坐标系 (1, 2, 3)

和 (1′, 2′, 3′). 坐标系 (1′, 2′, 3′)可由坐标系 (1, 2, 3)

绕固定O点进行如下旋转得到: 坐标系 (1, 2, 3)先

以 1轴为对称轴顺时针旋转ϕ角, 再以 3轴为对称
轴逆时针旋转 θ角. (1, 2, 3)系与 (1′, 2′, 3′)系坐标

轴夹角余弦如表 1所示.
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表 1 坐标轴夹角余弦

1 2 3

1′ cos θ sin θ 0

2′ − cosϕ sin θ cosϕ cos θ − sinϕ

3′ − sinϕ sin θ cos θ sinϕ cosϕ

在下文的推导中认为 (1, 2, 3)系为宏观观测系,
(1′, 2′, 3′)系为非均匀体局部坐标系.

3.1 非均匀体在某一平面内随机指向的

情况

多孔岩石中的孔隙 (非均匀体的一种), 可能是
或近似是球形 (a1 = a2 = a3)的, 也可能是扁状
的椭球 (a1 = a2 > a3), 还可能是细长形的椭球
(a1 = a2 < a3). 在沉积岩形成过程中, 若扁状孔隙
的短轴a3 平行于TI对称轴, 这种情况下可直接利
用 (23)式求出岩石的有效模量.

若细长形孔隙 (包括针状裂隙或圆管型裂隙)
的长轴a3 垂直于竖直方向且指向 (长轴方向)在水
平面内是随机的, 这相当于非均匀体在某一平面内
随机指向的, 这种情况也可以造成TI. 因此也需要
考虑非均匀体方向 (a3所在的方向)垂直于TI对称
轴且非均匀体在向同性面内随机指向的情况. 当非
均匀体方向垂直于TI对称轴 (即ϕ =

π

2
)且在同性

面内随机指向时, T̃ 的表达式为

T̃ =
1

2π

∫ 2π

0

L−1TLdθ. (26)

将表 1给出的夹角余弦代入 (26)式得 T̃ 的各个分

量为

T̃1111 =
3

8
T1111 +

3

8
T3333 +

1

8
T1133 +

1

8
T3311

+
1

4
(T1313 + T1331) ,

T̃1122 =
1

8
T1111 +

1

8
T3333 +

3

8
T1133 +

3

8
T3311

− 1

4
(T1313 + T1331) ,

T̃1133 =
1

2
T1122 +

1

2
T3322,

T̃2211 =T̃1122,

T̃2222 =T̃1111,

T̃2233 =T̃1133,

T̃3311 =
1

2
T2211 +

1

2
T2233,

T̃3322 =T̃3311,

T̃3333 =T2222,

T̃2323 =
1

4
(T2323 + T2332) +

1

4
(T1212 + T1221) ,

T̃1313 =T̃2323,

T̃1212 =
1

8
T1111 +

1

8
T3333 −

1

8
T1133 −

1

8
T3311

+
1

4
(T1313 + T1331) , (27)

其余非零分量 (例如 T̃1221, T̃2332等)可通过对称性
关系 T̃ijkl = T̃jikl = T̃ijlk由 (27)式得到. 因此, 当
非均匀体在某一平面内随机指向时 (例如, 细长形
非均匀体随机地”躺在”各向同性面内), 将 (27)式
代入 (25)式就得到了TI有效弹性模量 C̃∗.

3.2 非均匀体随机指向的情况

岩石材料中的椭球形孔隙也可能是随机指向

的. 在非均匀体随机指向情况下, 附录A1推导出
了各向同性的有效弹性模量 (体积模量K∗和剪切

模量µ∗)满足

(K∗ −K)
3K + 4µ

3K∗ + 4µ
= c (K ′ −K)P,

(µ∗ − µ)
5µ (3K + 4µ)

6µ∗ (K + 2µ) + µ (9K + 8µ)

=c (µ′ − µ)Q, (28)

其中K和µ分别为背景基质的体积模量和剪切模

量, K ′和µ′分别为非均匀体的体积模量和剪切模

量. 无量纲的参数

P =
1

3
Tiijj ,

Q =
1

5

(
Tijij −

1

3
Tiijj

)
. (29)

各向同性有效弹性模量 (28)式与Kuster和
Toksöz [15]得到的结果一致, 即当非均匀体随机
指向时本文模型归结为K-T模型.

4 数值算例

下面对本文得到的主要 (23)式给出数值算例.
假设TI对称轴方向为x3 方向, 如图 2 (a)所示. 算
例给出的双下标弹性模量与四阶张量形式的弹性

模量存在对应关系

C11 = C1111, C12 = C1122,

C13 = C1133, C22 = C2222,
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C23 = C2233, C33 = C3333,

C44 = C2323 + C2332,

C55 = C1313 + C1331,

C66 = C1212 + C1221. (30)

本文所有与弹性模量有关的算例都是针对有效弹

性模量, 在不引起混淆的前提下, 图中 (例如图 4、

图 5和图 7 )有效模量符号省略星号上标.
以多孔岩石为例, 固体基质往往被看做背景基

质, 孔隙看做是非均匀体. 孔隙不可能是厚度为零
的圆形或是理想的球体或是无限长的圆管, 我们将
孔隙看做是两个轴长度相等 (2a1 = 2a2 = 2a), 纵
横比 γ (= a3/a1)在 0到无穷大间可任意取值的椭
球体. 小纵横比的孔隙相当于扁状的裂隙, 大纵横
比的孔隙相当于针状或圆管形的裂隙. 孔隙密度 ε

与孔隙度φ表达式为

ε =
Na3

V
, φ = N · 4πa

3

3V
γ =

4

3
πεγ, (31)

其中N表示在体积为V 的有效体中孔隙的个数.
孔隙度φ表示孔隙占有的体积份数, φ相当于是

(22)式中的 c.
在计算时采用文献 [28]给出的Eshelby张量

S1111 =S2222

=− 3γ2

8 (1− ν) (1− γ2)

+
1

4 (1− ν)

[
1− 2ν +

9

4 (1− γ2)

]
g,

S3333 =
1

1− ν

(
2− ν − 1

1− γ2

)
+

1

2 (1− ν)

[
−2 (2− ν) +

3

1− γ2

]
g,

S1122 =S2211

=
1

8 (1− ν)

(
1− 1

1− γ2

)
+

1

16 (1− ν)

[
−4 (1− 2ν) +

3

1− γ2

]
g,

S1133 =S2233

=
γ2

2 (1− ν) (1− γ2)

− 1

4 (1− ν)

[
1− 2ν +

3γ2

1− γ2

]
g,

S3311 =S3322

=
1

2 (1− ν)

[
− (1− 2ν) +

1

1− γ2

]

+
1

4 (1− ν)

[
2 (1− 2ν)− 3

1− γ2

]
g,

S1212 =S2121

=− γ2

8 (1− ν) (1− γ2)

+
1

16 (1− ν)

[
4 (1− 2ν) +

3

1− γ2

]
g,

S1313 =S2323

=
1

4 (1− ν)

(
1− 2ν +

1 + γ2

1− γ2

)
− 1

8 (1− ν)

(
1− 2ν + 3

1 + γ2

1− γ2

)
g, (32)

其余非零分量可由对称性Sijkl = Sjikl = Sijlk计

算得到. (32)式中 ν为背景基质的泊松比. 与纵横
比有关的函数

g =



γ

(1− γ2)
3/2

(
arccos γ − γ

√
1− γ2

)
,

γ < 1,

γ

(γ2 − 1)
3/2

(
γ
√
γ2 − 1− arccoshγ

)
,

γ > 1.

(33)
以干燥情况为例, 为研究纵横比 (或孔隙形状)

对有效模量的影响, 图 4 (a)—(f)在不同纵横比条
件下给出了随孔隙密度 ε或孔隙度φ变化的归一

化弹性模量. 选取的计算参数为: 固体体积模量
K = 37.9 GPa, 固体剪切模量µ = 32.6 GPa, 纵
横比如图所示. 对比图 4 (a)—(f)可知, 对扁状裂
隙而言, 裂隙增多主要降低C13 和C33, 而对C11和

C66影响很小. 图 4 (a)中的C13和C33两条曲线很

接近, 几乎重合. 对于细长形的裂隙而言, 所有的
弹性模量均随裂隙含量的增加而显著减小, 而最敏
感的模量是C66 和C11. 因此不仅孔隙含量, 孔隙
形状也对弹性模量产生重要影响.

孔隙中也可能充满液体. 为研究液体对有效模
量的影响, 图 5计算了随流体体积模量Kf变化的

有效弹性模量. 计算选取的背景基质模量参数同
图 4 , 孔隙参数: 纵横比γ = 0.1, 孔隙密度 ε = 0.1.
从图中可以看出, 与剪切有关的模量C44和C66不

随流体体积模量变化而变化. 对算例中所选用的扁
状裂隙来说, TI对称轴方向上的纵波模量C33受流

体体积模量的影响最大 (曲线斜率最大), 其余模量
C11, C12和C13虽然也受流体体积模量的影响, 但
影响很微小.
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图 4 随孔隙含量变化的归一化弹性模量 (a) 纵横比 γ = 0.001 的计算结果; (b)纵横比 γ = 0.01 的计算结果; (c)纵横比
γ = 0.1 的计算结果; (d)纵横比 γ = 1的计算结果; (e)纵横比 γ = 10的计算结果; (f) 纵横比 γ = 100的计算结果
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图 5 随流体体积模量变化的有效弹性模量

采用Auld(文献 [29]中的公式 7.14)给出的TI
介质中准P波、准SV波和准SH波的平面波速度公
式计算弹性波慢度. 图 6 (a)和 (b)分别给出了干燥
和液体饱和情况下平面波的归一化慢度图. 图中的
竖线表示对称轴, 计算选取的基质模量参数同图 4 ,
孔隙参数: ε = 0.1, γ = 0.01, 图 6 (b)中的液体体
积模量Kf = 2.2 GPa. 比较图 6 (a)和 (b)知: 由干
燥到液体饱和变化过程中, 准P波以及准SV波的
慢度存在显著差异. 相比于液体饱和情况, 干燥情
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况下的准P波展现出更强的各向异性, 对称轴方向
的纵波慢度明显大于其他方向的准P波慢度, 这是
因为干燥条件下C33较小. 而在液体饱和情况下,
液体的引入降低了准P波的各向异性程度. 准SV
波在干燥和液体饱和这两种情况下的慢度也存在

较大差异. 准SH 波在干燥和液体饱和两种情况下
的慢度几乎没有区别, 这是因为液体的引入不改变

模量C44和C66, 并且扁状的裂隙体积份数很小以
至于 (13)式决定的有效密度几乎不变. 从图 6 (b)
知对于液体饱和的岩样, 在与TI对称轴成一定
夹角的方向上可能存在准SH波波速小于准SV
波波速的情况 (即准SH 波慢度大于准SV波慢度
的情况).

SV

SV

P
SH

SH

(a) (b)

P

图 6 归一化慢度 (a)孔隙内干燥 (不含液体)情况的计算结果; (b) 孔隙内液体饱和情况的计算结果

5 本文模型与Eshelby-Cheng模型和
Hudson模型的比较

5.1 Eshelby-Cheng模型

Cheng [16]基于Eshelby [9]的解从考虑应变能

出发给出了两相材料的有效模量 (TI特点)预报理
论, 因此简称为E-C模型, 但该模型只限于非均匀
体定向指向的情况, 且只具有一阶精度. 下面在重
新推导出E-C 模型基础上, 将E-C 模型推广到适
用于非均匀体随机指向的情况.

复合材料的有效 (或平均)应力 σ̄和有效 (或平
均)应变 ē可表示为 (Hill [30])

σ̄ =
1

V ∗

∫
V ∗

σdV =
1

V ∗

N∑
n=0

∫
Vn

σndV

=

N∑
n=0

cnσn,

ē =
1

V ∗

∫
V ∗

edV =
1

V ∗

N∑
n=0

∫
Vn

endV

=

N∑
n=0

cnen =

N∑
n=0

cnC
−1
n σn, (34)

其中 cn为第n个材料体的体积份数. n = 0表示背

景基质, 有C−1
0 = C−1; e0为背景基质的总应变,

不同于远处施加应变e0.
两相材料总应变能为

V ∗

2
σ̄ē =

1

2
σ̄

N∑
n=0

VnC
−1
n σn

=
V ∗

2
σ̄C−1σ̄

+

N∑
n=1

Vn

2
σ̄
(
C ′−1 −C−1

)
σn, (35)

其中Vn为第n个非均匀体的体积. (35)式右端第
一项是不含非均匀体时的应变能, 第二项是引入非
均匀体后产生的附加相互作用能量. 有效应力 σ̄与

有效应变 ē满足

σ̄ = C∗
Eē, (36)

其中C∗
E为待求的有效弹性模量. 若只考虑非均匀

体与背景基质间的相互作用而忽略非均匀体与非
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均匀体间的相互作用, 则非均匀体内的总应力σn

满足 (Eshelby [9])

σn = C ′Une
0. (37)

(37)式中的Un考虑了第n个非均匀体与宏观系可

能存在坐标旋转. 对于非均匀体稀疏的情况, 远处
施加应变等于有效应变 ē, 即

e0 = ē. (38)

若不同非均匀体的形状和大小相同, 指向也相同
(即Un = U , n = 1, 2, · · · ), 由 (36)式—(38)式可
将 (35)式可改写为

V ∗

2
C∗

Eēē =
V ∗

2
C∗

EēC
−1C∗

Eē

+

N∑
n=1

Vn

2
C∗

Eē
(
C ′−1 −C−1

)
C ′Uē, (39)

化简后整理得

C∗
E = C + c (C ′ −C)U . (40)

(40)式中的 c和C ′分别为非均匀体的体积份数和

弹性模量, U如 (7)式所示. (40)式也可记为

C∗
E = C +C1, (41)

其中C1为

C1 = c (C ′ −C)U . (42)

当非均匀体局部系与宏观系一致时, U = T , (41)
便为E-C模型对有效模量的预报公式. 从能量的角
度来说, C1 体现了非均匀体与背景基质的相互作

用能.
若对 (40)式或 (42)式中的U取指向平均, 即

U等于附录A1中的 (A5)式, 即可将E-C模型推广
为非均匀体随机指向的情况.

5.2 Hudson模型

Hudson [17]考虑了定向非均匀体对弹性波的

单散射和二重散射, 给出了固体材料有效模量的预
报公式. 该公式具有二阶精度, 且有效弹性模量呈
现出TI的特点. Hudson模型 [17] 中有效模量公式

为

C∗
H = C +C1 +C2, (43)

其中C∗
H为Hudson模型中的有效模量, C为背景

基质的弹性模量, C1 的表达式同 (42)式. 从弹性
波散射的角度来说, C1体现了每个非均匀体对入

射波单散射的叠加. C2的表达式为

C2 =
1

µ
C1χC1, (44)

其中µ为背景基质的剪切模量. C2体现了非均匀

体对弹性波的二重散射. (44)式中四阶张量χ的表

达式为

χijkl =
1

15

[
δikδjl

(
4 +

β2

α2

)
− (δjkδil + δijδkl)

(
1− β2

α2

)]
, (45)

其中α和β分别为背景基质的纵波速度和横波

速度.

5.3 三种模型的比较

将 (19)式展开保留到非均匀体体积份数的二
阶项得本文模型有效弹性模量C∗的二阶近似表

达式

C∗ ≈C + c (C ′ −C)U

+ c2 (C ′ −C)US∗C−1 (C ′ −C)U . (46)

由C的表达 (4)式、S∗的表达 (17)式和 (45)式可知
(46)式右端二阶项中的S∗C−1与χ间满足关系为

S∗C−1 =
1

µ
χ. (47)

再经过对比 (43)式和 (46)式知, 本文模型的一阶项
c (C ′ −C)U和二阶项

c2 (C ′ −C)US∗C−1 (C ′ −C)U

分别等于Hudson模型中的单散射项C1和二重散

射项C2. 因此, 本文模型对非均匀体体积份数的二
阶截断就是Hudson模型. 具有二阶精度的Hudson
模型说明本文模型至少具有二阶精度.

对比本文有效模量 (19)式、Hudson模型的
(43)式和E-C模型的 (41)式知: 本文模型和Hud-
son模型对非均匀体体积份数的一阶截断都是E-C
模型. 因此, 从弹性波散射的角度来讲, 一阶项C1

表征了非均匀体对入射波的单散射; 从能量的角度
来讲, C1表征了非均匀体与背景基质间的相互作

用能.
在孔隙干燥情况下, 图 7比较了三种模型随孔

隙密度 ε变化的归一化有效弹性模量. 其中模量的
计算参数同图 4 , 纵横比γ = 0.01. 从图 7中可以

看出, 本文模型的有效弹性模量位于线性的E-C模
型和抛物型的Hudson模型之间. 当裂隙含量低时,
三种模型预报的模量趋于一致; 但当孔隙含量超过
一定阈值时, Hudson 模型预报的有效弹性模量不
减反增, 这显然与实际不符合.
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图 7 随孔隙密度 ε 变化的归一化弹性模量 (a) C11的计算结果; (b) C12的计算结果; (c) C13的计算结果; (d)
C33的计算结果; (e) C44的计算结果; (f) C66的计算结果

图 8中分别比较了干燥 (a)和液体饱和 (b)情
况下, 三种模型的准P波、准SV波和准SH波随ϕ

角 (波传播方向与对称轴的夹角)的变化规律. 选
取的背景基质模量参数同图 4 ; 孔隙参数 ε = 0.1,
γ = 0.01, 固体密度ρs = 2.65×103 kg/m3, 图 8 (b)
中液体密度 ρf = 1.0 × 103 kg/m3, 液体体积
Kf = 2.2 GPa. 由图 8知无论干燥还是液体饱

和情况, 根据本文模型计算的波速位于Hudson模
型和E-C模型之间. 相比于液体饱和的情况, 在干
燥情况下三种模型的波速存在较大差异. 在干燥情
况下, 准P波在ϕ = 0时的速度明显小于ϕ = π/2

时的速度; 而在液体饱和情况下, 准P波没有在干
燥情况下的差异明显, 这是因为干燥的裂隙显著降
低了对称轴方向的纵波模量C33 (见图 7 (d)).
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图 8 准P波、准 SV波和准 SH波随 ϕ角变化的波速 (a)干燥情况; (b)液体饱和情况

6 结 论

基于弹性波散射理论本文给出了指向定向非

均匀体诱导的宏观TI弹性模量公式, 这一结果对
解释一些岩石会呈现出TI特征具有一定理论意义.
本文有效模量公式至少具有二阶精度. 理论分析表
明: 本文的有效模量公式对非均匀体体积份数的一
阶近似就是线性的E-C模型, 二阶近似就是抛物线
型的Hudson模型; 当非均匀体随机排列时, 本文模
型退化为K-T模型. 结合多孔岩石的数值算例显
示: 本文模型不会像Hudson模型那样出现当孔隙
含量超过一定阈值时有效弹性模量反而增大的问

题; 相比于E-C模型和Hudson 模型, 本文模型能
够较好地适用于非均匀体体积份数更大的情况.

在计算有效模量 ((22)式)时需要输入三点信
息: 1)背景基质的弹性模量 (比如体积模量和剪切
模量), 2) 非均匀体的体积份数及其弹性模量, 3)非
均匀体的指向及形状. 对于含扁状裂隙的岩石, 本
文预测裂隙在干燥与液体饱和两种情况下岩石呈

现出两种不同的TI弹性特征, 其原因在于液体的
引入会显著增强对称轴方向上的纵波模量. 表达式
(27)给出了非均匀体在某一平面内随机指向情况
下的有效应变集中张量, 将 (27)式代入 (25)式可计
算另一种TI有效弹性模量, 但本文并没有给出这

种情况的数值算例.

附录A1 非均匀体随机指向时的有效模量

当非均匀体随机指向时, 需要对T 在所有可能的情况

取平均, 此时不妨用平均应变集中张量T 代替 (24)式中的
L−1TL. 各向同性的有效弹性模量C∗满足

T =
1

c

(
C′ −C

)−1 (
C∗ −C

)
T ∗, (A1)

其中各向同性有效体的应变集中张量

T ∗ =
1

4π

∫ π

0

sinϕdϕ
∫ 2π

0

L−1T ∗Ldθ

=
[
I +S∗C−1 (C∗ −C

)]−1
. (A2)

利用 (17)式以及各向同性弹性模量的表达式 (4)可将T ∗

写成

T ∗
ijkl =

1

3
(P ∗ −Q∗) δijδkl

+
1

2
Q∗ (δikδjl + δilδjk) , (A3)

其中

P ∗ =
1

3
T ∗
iijj =

3K + 4µ

3K∗ + 4µ
,

Q∗ =
1

5

(
T ∗
ijij −

1

3
T ∗
iijj

)
=

5µ (3K + 4µ)

6µ∗ (K + 2µ) + µ (9K + 8µ)
. (A4)

K和K∗分别为背景基质和有效体的体积模量, µ和µ∗分

别为背景基质和有效体的剪切模量. 张量 T 表达式为

T =
1

4π

∫ π

0

sinϕdϕ
∫ 2π

0

L−1TLdθ. (A5)
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将表 1给出的夹角余弦代入 (A5)式解得T 的各个分量为

T ijkl =
1

3
(P −Q) δijδkl +

1

2
Q (δikδjl + δilδjk) , (A6)

其中

P =
1

3
Tiijj ,

Q =
1

5

(
Tijij −

1

3
Tiijj

)
. (A7)

(A6)式和 (A7)式与Berryman [31]给出的结果一致. 将弹
性模量的表达式 (4)及T ∗和T 的表达式 (A3)式和 (A5)式
代入 (A1)式得有效体积模量和剪切模量分别满足

(K∗ −K)P ∗ =c
(
K′ −K

)
P,

(µ∗ − µ)Q∗ =c
(
µ′ − µ

)
Q. (A8)

(A8)式正是非均匀体随机指向时有效弹性模量满足的关系

式, 这一结果与Kuster和Toksöz [15]早前得到的结果一致.

但是Kuster和Toksöz在推导出 (A8) 的过程中, 首先假设

膨胀波入射时得到了K∗, 然后假设横波入射时得到了µ∗.

与他们推导不同, 本文直接通过张量推导得到K∗和µ∗, 且

推导过程与入射波是膨胀波还是横波无关.
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Abstract
In this paper the effective or overall moduli of a solid containing aligned ellipsoidal inhomogeneties, are derived

by making the scattered displacement field equal to that scattered by a spherical–shaped effective medium in the same
matrix. It is shown that the obtained formulae of effective elastic moduli are of second-order accuracy at least. The
effective moduli decrease monotonically with porosity, thus excluding the unphysical behavior in Hudson’s model in
which there is an increase of moduli with porosity when the porosity goes beyond a certain threshold. By integration
of inhomegeneity orientation angle, the effective moduli can be obtained for a solid with randomly orientated inho-
mogeneities, which are the same as those in the Kuster-Toksöz model. Numerical calculations show that a rock with
fluid-saturated inhomegeneities has a higher longitudinal wave modulus in the direction of TI symmetric axis than the
modulus for a rock with empty inhomegeneities.
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