
物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 1 (2014) 018701

基于全变分最小化和交替方向法的康普顿

散射成像重建算法∗
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(国家数字交换系统工程技术研究中心, 郑州 450002)

( 2013年 5月 20日收到; 2013年 9月 17日收到修改稿 )

康普顿散射成像技术利用射线与物质作用后的散射光子信息对物质的电子密度进行成像. 与传统的透射
成像方式相比, 康普顿散射成像具有系统结构灵活、成像对比度高、辐射剂量低等优势, 在无损检测、医疗诊
断、安全检查等领域有着广阔的应用前景. 但其重建问题是一个非线性的逆问题, 通常是不适定的, 其解对噪
声和测量误差非常敏感. 为解决此问题, 本文结合全变分最小化正则化方法和交替方向法提出了一种新的康
普顿散射成像重建算法. 该算法首先将问题对应的TV模型转化为与之等价的带约束的优化问题, 然后利用
增广拉格朗日乘子法将优化问题分解为两个具有解析解的子问题, 并通过交替求解子问题使增广拉格朗日函
数达到最小, 进而得到重建的图像. 在仿真实验中, 通过与主流的ASD-POCS方法进行对比, 证明了该算法
在重建精度和重建效率方面的优势.
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1 引 言

康普顿散射成像 (compton scatter tomogra-
phy, CST)利用射线与被检测物体作用后的康普顿
散射光子信息对物体的电子密度进行成像. 相对
于X射线机、计算机断层成像 (computed tomogra-
phy, CT)等透射成像方式, CST技术具有以下优
点: 第一, 由于利用散射光子信息, 光源和探测器
位置摆放十分灵活, 可以很好的应用于地下物体探
测 [1,2]、飞机机翼和船体等大型物体的无损检测 [3]

等场合 [4]; 第二, 由于对物体成电子密度像, 在对
低密度材料进行成像时对比度高, 可以检测出一些
传统透射成像安检手段无法分辨的违禁物品 [5]; 第
三, 对物体浅层或者局部区域进行成像时, 不需要
穿透物体, 辐射剂量更低, 对医疗诊断 [6,7]和人体

安检 [8,9]领域意义重大.
在 1959年, Lale[10]首次提出使用康普顿散射

效应对物体的电子密度进行测量之后, CST 技术
得到了广泛的研究 [11,12]. Farmer和Collins[13]使

用康普顿散射动力学公式中散射光子能量和散射

角度的关系来确定散射位置, 避免了对焦过程及其
带来的误差. 他们在成像时采用笔形束光源照射
物体和具有宽准直角的探测器对散射光子进行接

收. Kondic等 [14]使用扇束光源和探测器来对物体

进行逐面扫描, 并提出了 “等偏角线”的概念. 1986
年Hussein等 [15]根据衰减系数是电子密度的函数

这一先验将CST重建描述为具有N2个未知数的

非线性问题, 奠定了CST迭代重建算法的研究基
础. Arendtsz等 [16]根据Hussein的模型, 使用逐步
近似法和改进的高斯牛顿方法进行了康普顿散射

重建, 但重建精度都不高. 2004年王加俊等 [17]在

逐步近似法的基础上结合图像的直方图约束, 改善
了图像的重建质量, 但直方图约束阈值的选择没有
成熟的标准, 若选择不当会重建出错误图像.
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由于康普顿散射成像中的测量值之间存在

着相关性, 很难满足线性无关的测量值数目大
于或者等于待求电子密度数目N , 所以CST重
建是一个不适定问题, 通常是病态的, 所求的解
对于噪声和错误的测量值非常敏感. 正则化技
术是解决病态问题的常用方法. 在康普顿散射
成像中常用的正则化方法有截断奇异值分解法

(truncated singular value decomposition, TSVD)、
Tikhonov-Miller正则化方法和基于统计的EM-
ML(Expectation Maximization-Maximum Likeli-
hood)方法 [16−18]及基于压缩感知的全变分 (total
variation, TV)正则化 [19]方法.

2006年, Candes等 [20,21]提出的稀疏信号恢复

理论表明: 对于一个图像信号, 可以通过求解一个
l1范数最小的凸优化问题来实现高概率的精确重

建. 能够精确重建的前提是该图像必须具有一定的
稀疏特性. 在实际应用中, 图像函数本身一般并不
稀疏, 而其梯度信息往往是稀疏的. 对于具有稀疏
梯度特性的图像, 可以通过最小化图像全变分 (即
梯度图像的 l1范数)的方法高概率精确的恢复该
图像. 根据上述理论 [20], Sidky和Pan[22]在CT重
建领域提出了ASD (Adaptive-Steepest-Descent)-
POCS(Projection Onto Convex Sets)算法, 该算
法是全变分目标函数最速下降和投影到凸集以符

合测量数据的结合. 作为一个被广泛应用的框架,
ASD-POCS方法可以应用于CST重建领域. 但是
ASD-POCS方法需要在TV最速下降和凸集投影
之间寻找一个平衡, 这就涉及到多个经验参数的选
取问题, 如参数选择不合适会影响算法的收敛速度
和图像的重建质量 [22]. 对于不同的问题模型或者
几何关系设置需要选取不同的参数, 而一组合适的
参数往往需要进行大量的实验才能近似的确定.

本文借鉴Evans等 [3]在求解CST中非线性问
题时采用的两级迭代策略, 结合TV最小化和交
替方向法 (alternating direction method, ADM)提
出了一种新的CST重建算法. 新算法在交替方向
法框架的基础上, 将TV目标函数对应的等价增广
Lagrangian函数分解为松弛变量和电子密度两个
子问题分别求解. 子问题中都有一个同时包含松弛
变量和电子密度的约束项因此无需对子问题的求

解进行平衡. 同时, 每个子问题都具有解析形式的
解, 求解速度快, 通过交替求解上述的两个子问题
使增广Lagrangian函数达到最小, 重建出电子密度

图像. 仿真结果表明, 该方法在CST重建应用中比
ASD-POCS方法有着更好的重建质量和效率. 为
方便表述, 本文将新方法简写为TV-ADM方法.

2 康普顿散射成像模型

康普顿散射成像技术中一般采用如图 1所示

的系统模型. 模型中使用扇形束射线源对物体进行
照射, 能谱分辨探测器对到达探测器的散射光子进
行接收, 得到能谱数据. 假设放置在A点的射线源
发射能量为E0, 强度为N0的射线, 射线进入物体
内部后在B点发生散射. 定义到达C点探测器的能
量为E 的单次散射的光子通量为Ψ(E), 那么根据
康普顿散射运动学公式, 可以得到如 (1)式所示的
CST 正向模型:

Ψ(E) =

∫
z

ψ(E)dz, (1)

z为等散射线 (光子与该线上的体素作用后的散射
到C点的光子具有相等的能量), ψ(E)是等散射线

上体素对能级E的贡献, 表达式为

ψ(E)

=
N0

|B −A|2
fi(B −A;E0)P (E0;E)

× ρ(B) · ∆A

|C −B|2
fo(C −B;E)k(E), (2)

其中E0和E分别表示入射射线光子的能量和发生

散射到达探测器的光子的能量; |B −A|2为射线源
与发生散射的点间距离的平方; ρ(B)为散射点处

的电子密度值, |C −B|2为散射点到探测器的距离
的平方; ∆A为探测器的孔径; k(E)为探测器在射

线光子能量为E时的探测效率; P (E0;E)为能量为

E0的入射射线光子发生康普顿散射后散射光子能

量为E的概率, 可由Klein-Nishina公式给出:

E

E0

A

C

B

Z

图 1 CST系统模型
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P (E0;E) =
r2e
2

(
E0

E
+

E

E0
− sin2 ω

)(
E

E0

)2

,

(3)

其中 re为经典电子半径, re = e/m0c
2 = 2.82 ×

10−13 cm. fi和 fo分别代表入射射线在发生散射

前的衰减和发生散射后射线到探测器过程中的衰

减, 在康普顿散射效应占主导时可以表示为电子密
度线积分的指数函数形式:

fi(E0) = exp
[
−
∫ B

A

ρ(l)× σ(E0)dl
]
,

fo (E) = exp
[
−
∫ C

B

ρ(l)× σ(E)dl
]
, (4)

其中σ(E0), σ(E)分别表示射线能量为E0和E时

单个电子的康普顿散射截面, 即单个电子的康普顿
散射微分截面对散射角度的积分; ρ(l)表示射线经
过点的电子密度值.

将物体离散化为N × N的方块, 探测器接收
的射线能量分为M个能级, 每个能级的能量为Ei

(i = 1, 2, · · · , M), 则可以将 (1)式离散化为

Ψ(Ei) =
N×N∑

j

δij
N0

|B −A|2
fi(B −A;E0)P (E0;Ei)

× ∆A

|C −B|2
fo(C −B;Ei)k(Ei) · ρj

=

N×N∑
j

Wijρj , (5)

其中, 下标 j表示像素在方格中的位置, ρj表示 j点

的电子密度值, δij为delta函数, 当从像素点 j发生

散射的光子到达探测器后对探测器的能级Ei有贡

献时, δij = 1, 否则为0.
因为入射衰减 fi和散射衰减 fo都是电子密度

的函数, 所以可以将 (1)式离散化为如下的非线性
方程组形式:

Ψ =W (ρ)ρ, (6)

其中向量Ψ代表测量数据, 向量ρ代表待求的未知

电子密度值, 矩阵W (ρ) 表示物质电子密度值到探

测器测量值的系统矩阵.

3 基于TV最小化和ADM的康普顿
散射重建算法

康普顿散射图像重建问题就是求解 (6)式所示
的非线性问题的逆问题, 即通过测量数据Ψ 来求解

电子密度ρ. 如引言中所介绍的, 该问题的求解是
不适定的. 为了解决该不适定问题, 本文引入TV
最小化方法来对其进行正则化, 得到带有约束的
TV最小化模型:

argmin||ρ||TV

s.t. W (ρ)ρ = Ψ,ρ > 0. (7)

根据两级迭代策略 [3], 引入H = W (ρ), 将上述模
型化成

argmin||ρ||TV

s.t. Hρ = Ψ,H =W (ρ),ρ > 0. (8)

定义n与k分别为外层迭代和内层迭代的上标. (8)
式可以分为两步进行求解:

1)内层迭代: 通过以下子问题求解得到ρ(n),

arg min ||ρ||TV

s.t. H(n−1)ρ = Ψ,ρ > 0. (9)

2)外层迭代: 根据步骤 1)中ρ(n)得到更新的

矩阵H(n) = W (ρ(n)), 并将之应用到问题 1)中求
解ρ(n+1).

记wi为图像在 i点离散梯度, 据此可以得到
(9)式的等价模型:

min
∑
i

∥wi∥

s.t. H(n−1)ρ = Ψ,Diρ = wi. (10)

(10)式的增广拉格朗日函数为

LA (ρ, wi)

=
∑
i

(
∥wi∥ − νT

i (Diρ− wi) +
βi
2

· ∥Diρ− wi∥22

)
− λT

(
H(n−1)ρ− Ψ

)
+
µ

2
·
∥∥∥H(n−1)ρ− Ψ

∥∥∥2
2
. (11)

假设 (ρ∗, w∗
i )是 (11)式的最小值, 则可以得到

如下的更新式:

νi = νi − βi (Diρ
∗ − w∗

i ) ,

λ = λ− µ
(
H(n−1)ρ∗ − Ψ

)
. (12)

在每轮迭代中求解 (10)式与求解增广拉格朗
日函数LA (ρ, wi)的最小化问题是等价的. 本文采
用交替方向法 [23−25]来高效的求解LA (ρ, wi)的最

小化问题, 主要步骤如下:
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1)通过分离变量对wk+1
i 进行求解, 即 “w子

问题”:

min
wi

∑
i

(
∥wi∥ − νT

i

(
Diρ

k − wi

)
+
βi
2

·
∥∥Diρ

k − wi

∥∥2
2

)
. (13)

“w子问题”是将每个wi分离单独求解. 每个
wi问题都有闭式解,可以通过紧缩算子 (shrinkage)
来快速求解.

2)在求出的wk+1
i 基础上求解ρk+1, 即 “ρ子

问题”:

min
f
Dk (ρ) ,

∑
i

(
− νT

i

(
Diρ− wk+1

i

)
+
βi
2

·
∥∥Diρ− wk+1

i

∥∥2
2

)
− λT(H(n−1)ρ− Ψ

)
+
µ

2

∥∥H(n−1)ρ− Ψ
∥∥2
2
. (14)

“w子问题”和 “ρ子问题”的具体求解公式
如下:

wk+1
i =shrinkage(Diρ

k, βi, vi)

=max
{∥∥∥∥Diρ

k − vi
βi

∥∥∥∥− 1

βi
, 0

}
× Diρ

k − vi/βi
∥Diρk − vi/β∥

,

ρk+1 =

(∑
i

βiD
T
i Di + µ(H(n−1))TH(n−1)

)+

×
(∑

i

(
DT

i νi + βiD
T
i w

k+1
i

)
+ (H(n−1))Tλ+ µ(H(n−1))TΨ

)
, (15)

其中M+表示M的Moore-Penrose伪逆. 直接求
解伪逆的过程是非常耗时的, 所以本文采用一步最
速下降法来近似求解.

至此, 本文使用交替方向法对问题 1)内层迭
代问题进行了求解, 得到了ρ(n). 将其应用到问题
2)中得到更新的系统矩阵H(n) = W (ρ(n)), 再将
H(n)用到问题 1)中求解ρ(n+1), 依次循环直至外
层迭代结果满足收敛条件, 得到最后的重建图像.

4 仿真实验

实验中采用如图 2所示的康普顿背散射成像

结构模型. 光源采用被准直为扇束的 137CS放射
源, 能量为 662keV. 两个探测器阵列对称放置在光

源两侧, 能量分辨率为 2keV. 被检测物体尺寸为
50 mm× 50 mm, 采用50× 50规模的Shepp-Logan
体模进行仿真. 其余的系统参数设置如表 1所示.

137

图 2 本文采用系统结构示意图

表 1 系统参数设置

光源距离物体中心距离/mm 50

光源距离最近探元距离/mm 20

探元面积/mm2 2× 2

探元间距/mm 10

重建规模为 50 × 50, 则需要求解的未知数有
2500个. 因为探测器和光源放置在样品同侧, 属于
背散射, 探测器接收到的光子能谱较窄, 有效测量
数据比较有限. 实验中本文只利用单次散射的光子
信息来验证算法的性能. 定义全局迭代次数为G,
内部迭代次数为 I. 另外, 本文中图像的重建质量
使用均根方误差 (root mean square error, RMSE)
来衡量, 定义如下:

RMSE =

√√√√∑i ∑j |ρ′(i, j)− ρ(i, j)|2

N
, (16)

其中, ρ和ρ′分别代表原始图像电子密度值和重建

图像的电子密度值; N 为图像中体素的总个数.
为了充分验证算法的性能, 本文对测量数据充

足和测量数据不足两种情况分别进行了仿真实验

和对比.
实验1 测量数据充足情况下图像重建

为了验证重建算法在测量数据充足情况时

的性能, 本文对测量数据大于未知数个数的情况
进行了实验. 以采用 16个探元 (每个探测器阵列
8个探元)为例, 测量数据个数为 2688个, 略多于
未知数个数, 此时无噪声的重建结果如图 3所示,
图 3 (a)为原始体模, 图 3 (b)为ASD-POCS重建结
果, 图 3 (c)为本文算法重建结果. 为了更好突出重
建的差异, 结果显示的窗宽设为 [0.1, 0.5]. 此实验
中G = 20, I = 400.
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单从重建结果来看, 与原始体模相比ASD-
POCS方法的重建结果右侧中间部位存在着微小
的误差, 而TV-ADM方法的重建结果没有明显的
不同. 从计算出的RMSE来看, ASD-POCS方法的
0.0021大于TV-ADM 的 0.0006. 由此可以看出在
此种条件下TV-ADM方法在CST中应用时重建质
量要好于ASD-POCS方法.

收敛速度的快慢对于迭代重建算法能否走向

实用化来说是至关重要的. 为了验证重建算法在
CST中应用时的收敛性能, 根据重建中每轮迭代的
结果得到RMSE曲线如图 4所示, 可以看出ASD-
POCS方法需要迭代超过 20次才能近似收敛, 而
TV-ADM算法在迭代 12次就可以达到收敛, 重建
效率提高接近一倍.

( )a ( )b ( )c

图 3 16个探元无噪声时重建结果 (a)原始体模; (b)ASD-POCS结果, RMSE = 0.0021; (c)TV-ADM结果,
RMSE=0.0006
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ASD-POCS

TVADM

图 4 两种算法的RMSE曲线

CST实际重建中, 测量数据会由于探测器本身
或者机械系统精度等原因而带来测量噪声或者误

差, 这就需要重建算法具有一定的抗噪性能. 为了
验证算法的抗噪性能, 本文对 16个探元情况下的
测量数据添加了如 (17)式所示的和其相关的加性
噪声的情况进行了实验, 重建结果如图 5所示. 实
验的其余条件与16 个探元无噪声情况下相同时.

Ψ ′ = Ψ +N(µ, σ2)Ψ, (17)

其中Ψ ′表示含有噪声的投影数据, N(µ, σ2)表示均

值为µ, 方差为σ2的高斯函数. 在本文中, µ = 0,
σ = 0.01.

(a) (b) (c)

图 5 16个探元加噪声时重建结果 (a)原始体模; (b) ASD-POCS结果, RMSE = 0.0334; (c) TV-ADM 结果,
RMSE=0.0101

从结果可以看出加噪声后ASD-POCS方法重
建结果存在较大误差, RMSE达到了 0.0334, 靠右
侧的部分几乎无法分辨, 而TV-ADM方法仍能较

好的重建图像, RMSE为 0.0101. 因此在测量数
据充足情况下TV-ADM方法的抗噪性能要优于
ASD-POCS方法.
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实验2 测量数据不足情况下的图像重建

在实际的CST系统中, 由于成本和实际尺寸
的限制探元数量不可能随着被检测物体规模的增

大而无限增多, 所以得到的测量数据不能保证大于
或者等于未知数个数. 为了验证算法在测量数据
较少时的表现, 本文对使用较少探元的情况也进
行了实验. 以采用 12个探元 (每个探测器阵列 6个
探元)为例, 测量数据为 1956个, 少于未知数个数,
在G = 20, I = 400时无噪声和加噪声 (同实验1中
噪声)的重建结果分别如图 6和图 7所示, 窗宽设为
[0.1, 0.5].

测量数据不足、无噪声时ASD-POCS方法的
重建结果和实验 1中加噪声时结果相近, 也是右侧
部分存在较大误差, 整体RMSE达到了 0.0239, 而
TV-ADM方法的仍能较好的重建出右侧图像, 整
体RMSE为0.0067. 在加入了和实验 1中同样的噪

声后, ASD-POCS的重建质量下降严重, 图像大部
分特征无法分辨; 而TV-ADM 方法仍能较好的保
持图像的整体轮廓和大部分细节. 显然TV-ADM
方法在测量数据少于未知数个数时的CST重建性
能要优于ASD-POCS方法.

在CST重建中, 由于衰减因素的存在, 使得离
光源和探测器越远的体素所散射的光子越少, 即对
投影值的贡献越小. 在进行迭代重建时, 这些体素
值的修正也就越困难. 在使用ASD-POCS方法进
行重建时, 在凸集投影和TV最速下降之间寻找平
衡比较困难, 不能进行很好的修正, 在有噪声或者
测量数据较少时重建结果存在明显的右侧体素误

差较大的情况. 而本文方法将问题化为两个子问题
来交替求解, 不需要对两个子问题进行均衡, 能够
通过不断迭代较好的修正右侧体素值.

(a) (b) (c)

图 6 12个探元无噪声时重建结果 (a)原始体模; (b) ASD-POCS结果, RMSE = 0.0239; (c) TV-ADM结果,
RMSE = 0.0067

(a) (b) (c)

图 7 12个探元加噪声时重建结果 (a)原始体模; (b) ASD-POCS结果, RMSE = 0.0586; (c) TV-ADM 结果,
RMSE = 0.0237

5 结 论

CST技术具有灵活的系统结构、对低密度物质
成像对比度高、辐射剂量低等优点, 是CT技术在无

损检测、医疗诊断和安全检查等领域应用的很好补

充, 有着广阔的应用前景.CST重建是一个不适定
的非线性问题. 为解决该问题, 本文提出了一种基
于交替方向法的TV最小化重建算法. 在仿真实验
中, 本文将TV-ADM方法和ASD-POCS方法进行

018701-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 1 (2014) 018701

了比较, 证明了新算法在重建精度和收敛性能方面
具有优势, 尤其是在测量数据不足或者测量数据加
有噪声的情况下.

同时, 本文算法像其他迭代算法一样也存在重
建耗时较长的缺点. 为加快TV-ADM算法的重建
速度, 增加其实用性, 本文下一步将针对该算法的
并行加速进行研究.
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Abstract
Compton scatter tomography measures samples’ electron densities utilizing the scattered photons. Compared to

traditional transmission imaging models, Compton scatter tomography has the following characteristics, i.e. freedom
in construction systems, greater sensitivity for low-density materials, and lower radiation dose. It has been applied
in non-destructive testing, medical, and security inspections, and other fields. However, Compton scatter tomography
reconstruction is a nonlinear inverse problem, common is ill-posed, and its solutions are very sensitive to noise and
erroneous measurements. To tackle the problem, in this paper we propose a novel Compton scatter tomography re-
construction algorithm based on the total variation minimization and alternating direction method. The main idea of
our method is to reformulate the reconstruction problem’s TV function as an optimization with constrains where the
objective function is separable, and then minimize its augmented Lagrangian function by using alternating direction
method to solve the sub-problems. Numerical experiments shows that the reconstruction quality and efficiency of the
proposed method are improved compared to the adaptive-steepest-descent-projection onto convex sets method.

Keywords: Compton scatter tomography, image reconstruction, total variation minimization, alternat-
ing direction method
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