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受重力梯度扰动的空间机器人姿态动力学

非线性特征分析∗
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研究考虑重力梯度扰动的自由漂浮空间机器人姿态动力学建模方法. 以二连杆空间机器人模型为基础,
对机械臂构型固定时系统俯仰姿态受扰运动的非线性特征进行了深入分析. 利用相平面轨迹和Poincaré 截
面对受扰运动特征进行了描述, 反映出受扰运动对轨道偏心率的变化比较敏感, 在圆轨道时仅有周期摆动和
翻滚两种形式, 而在椭圆轨道时出现了准周期运动. 进一步利用系统分岔图、功率谱图对这种非线性运动特征
进行了定量分析.
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1 引 言

空间机器人对空间探测技术的发展具有不可

替代的支撑作用, 其技术发展在航天领域受到了越
来越多的重视 [1,2]. 迄今, 一些国家已成功进行了
空间机器人飞行实验, 日本工程实验卫星 (ETS)-
VII[3]、轨道快车 [4]是其中两个典型代表. 空间机器
人系统一般包含带有姿态控制系统的基座飞行器

和安装在基座上的机械臂. 当空间机器人接近目标
执行操作时, 为避免基座姿态控制系统频繁启动对
机械臂末端的扰动, 以及避免与操作目标碰撞的风
险, 通常关闭基座飞行器的姿态控制系统 [5]. 处于
这种操作模式的空间机器人被定义为自由漂浮空

间机器人 [6], 其显著特点是基座与机械臂之间存在
运动耦合, 是典型的非完整约束系统 [7].

为描述自由漂浮空间机器人的运动, 国内外
学者先后提出了 “虚拟机械臂 [8]”、“动力学等价
臂 [9]”、“重心矢量 [10]”等分析力学建模方法. 以这
些方法为基础, 文献 [11—13]研究了自由漂浮空间

机器人在轨目标捕获问题. 非线性一直是动力学
研究的热点和难点 [14−16], 自由漂浮空间机器人是
典型的非完整约束 [7]系统, 其自身的强非线性增加
了理论研究的难度. 针对系统非线性特点, 王从庆
等 [17]提出了自由漂浮刚柔耦合机械臂混沌动力学

建模方法. 还有大量的研究工作 [18−22]在空间机器

人系统控制方面取得了有价值的成果.
大部分现有文献中假设环境力矩对空间机器

人系统的扰动影响可以忽略, 认为空间机器人系统
不受任何外力 (力矩) 作用, 研究多集中在系统非
完整规划和控制问题. 而实际的在轨飞行器特别
是近地轨道飞行器, 不可避免地受到重力梯度的扰
动 [23,24], 虽然扰动力矩通常较小, 但长时间作用
仍会改变系统姿态 [25]. 况且对机械臂这种细长
结构, 展开操作时受到的重力梯度作用尤为明显.
ETS-VII 的飞行数据表明自由漂浮空间机器人系
统受到的重力梯度影响不能完全忽略 [3]. 因此, 为
实现对空间机器人的稳定操作和控制, 分析重力梯
度对系统姿态的扰动影响具有重要的工程意义.
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本文针对自由漂浮空间机器人受重力梯度

作用下的姿态运动展开定性和定量分析. 由La-
grange方法建立受重力梯度扰动的系统动力学模
型. 针对圆运行轨道, 对自由漂浮空间机器人受重
力梯度扰动的姿态运动特征进行解析分析; 针对椭
圆运行轨道, 利用数值方法对系统稳态运动特征进
行定量分析.

2 自由漂浮系统非线性模型

本文中, 空间机器人由一条二连杆机械臂和基
座飞行器构成, 均假设为刚体. 臂杆可简化为均质
细杆, 由于末端执行器与末端臂杆固定连接, 故可
将末端执行器看作末端臂杆的一部分. 机械臂关节
假设为无摩擦的单自由度旋转铰, 关节转动轴均沿
基座俯仰轴 (z轴)方向且相互平行. q为机械臂关

节角, q = [q1 q2]
T, 基座的姿态角Υ 用按照x轴、

z轴和 y 轴顺序转动的欧拉角ϑ, θ和ψ 表示, ϕ为
轨道真近点角.

空间机器人系统在轨运行 (尤其是近地轨道运
行) 时, 受到许多摄动力矩的作用, 如重力梯度力
矩、太阳光辐射力矩、地磁场力矩等. 本文主要研究
重力梯度的影响, 其他摄动力矩在此忽略不计.

对上述自由漂浮的空间机器人系统, 由La-
grange方法建立如下动力学方程:
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Ã



Υ̇

ϕ̇

q̇


=

0
τ

+Q, (1)
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(1)式的推导过程见附录A. 这里Hb,Hm分别为基

座和机械臂的惯性矩阵, Hbm为机械臂与基座的

耦合惯性矩阵. TΥ 和Tϕ 为坐标转换矩阵, In为相
应维数的单位矩阵, τ为机械臂关节驱动力矩, Q
为作用于系统的广义力向量. 因作用于空间机器人
的外力 (力矩)仅有重力梯度力矩, 因此Q完全由重

力梯度产生.
二连杆空间机器人在轨运行状态示意图如

图 1所示, 对于图中系统任意体段k(k = 0, 1, 2), 其
质量为mk, 本体系下的几何尺寸为 rk, lk. 这里Ok

为体段k的质心, OCM 为系统总质心, rc为系统运

行轨道半径, Rk, ρk分别为体段质心到地心和系

统质心的位置向量, OCMxoryorzor表示系统轨道坐

标系, Okx
′
ory

′
orz

′
or表示依照轨道坐标系规则建立在

体段质心处的坐标系.
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图 1 二连杆空间机器人在轨运行状态示意图

对于∀k, 因为 |ρk| ≪ |rc|, 所以可认为 |rc| ≈
|Rk|, Okx

′
ory

′
orz

′
or平行于OCMxoryorzor, 则系统中

任意体段k受到的重力梯度矩表示为 [26]

0Mgk =
3µg
r3c

T 0
k


(Ikzz − Ikyy)

ka2
ka3 + (ka23 − ka22)Ikyz − ka1

ka2Ikxz +
ka1

ka3Ikxy

(Ikxx − Ikzz)
ka1

ka3 + (ka21 − ka23)Ikxz − ka2
ka3Ikxy +

ka1
ka2Ikyz

(Ikyy − Ikxx)
ka1

ka2 + (ka22 − ka21)Ikxy − ka1
ka3Ikyz +

ka2
ka3Ikxz

 , (2)

其中, 0Mgk为作用在体段k的重力梯度矩在基座本体系下的分量, µg 为地球引力常量, T 0
k 为体段k本体系

相对基座本体系的转换矩阵, kai(i = 1, 2, 3) 为欧拉角及关节角的函数 (见附录B), I(k•) 为转动惯量矩阵中
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相应的元素.
(2)式表示重力梯度相对连杆质心产生的力矩, 将 (2)式代入 (1)式得到图 1所示的空间机器人系统受

重力梯度作用下的姿态动力学方程 (详见附录B),

H̃
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 , (3)

其中, 0Mgk,3为矩阵
0Mgk中第3行的元素.

(3)式描述了空间机器人在轨运行且姿态控制
系统关闭时受重力梯度扰动下的动力学行为, 可以
看出系统质心的轨道运动与相对质心的姿态运动

相互耦合.

3 空间机器人受重力梯度扰动分析

在空间机器人与目标交会的最终逼近段, 机械
臂展开并初始化为抓捕构型, 且锁定构型向目标逼

近 [3,23]. 在执行抓捕或辅助操作过程中, 为使末端
执行器能够平稳操作, 机械臂也需要保持固定的构
型, 即关节锁定不发生转动. 此时机械臂与基座构
成一个整体, 重力梯度扰动作用使整体姿态发生
变化. 显然当机械臂构型不同时, 系统整体的动力
学参数将随之变化, 因而对重力梯度矩的动力学
响应不同. 下面主要分析系统机械臂构型固定时
(图 1 ), 俯仰姿态受重力梯度扰动的稳态运动特征.
图 1所示系统的物理参数列于表 1 .

表 1 在轨运动的二连杆空间机器人系统的物理参数

体段 k mk/kg rk/m lk/m Ikzz/kg·m2 Ikyy/kg·m2 Ikxx/kg·m2

0 5799.28 1 1 4124.83 4124.83 4124.83

1 68.68 1 1 22.84 22.84 0.38

2 68.68 1 1 22.84 22.84 0.38

假设机械臂关节锁定, 则 q̇ = q̈ = 0, 进一步假
设ψ = ϑ = 0, 此时系统的姿态可由俯仰角 θ表示.
将上述条件代入 (3)式, 并对模型进行相应修正后
可得到系统的俯仰运动方程

Ĥb(q̂1, q̂2)(θ̈ + ϕ̈)

=
2∑

k=0

0Mgk +
3µg
r5c

(0rc × 0ĨCM · 0rc), (4)

其中修正后系统的转动惯量

Ĥb(q̂1, q̂2) =

2∑
k=0

0Ik +
0ĨCM,

0ĨCM =
2∑

k=0

mk(
0ρT

k
0ρkIn − 0ρk

0ρT
k ).

这里 0ρk为由系统质心到体段k质心的位置向量在

基座本体系下的分量, ϕ̈为轨道角加速度, 0Ik为体

段k的转动惯量张量在基座本体系下的分量.

3.1 圆轨道俯仰运动分析

当空间机器人系统运行轨道为圆形时, 其姿
态运动与轨道运动可以完全解耦. 将轨道偏心率
e = 0代入 (4)式并经整理得到

θ̈ =− 3

2

ω2
T

Ĥb

[(
∆I0 + Ĩyy − Ĩxx

)
S2θ − 2ĨxyC2θ

+∆I1S2(θ+q̂1) +∆I2S2(θ+q̂1+q̂2)

]
, (5)

其中, ωT为轨道角速率,

ω2
T =

µg
r3c

; S· = sin(·); C· = cos(·);

Ĩxx, Ĩyy, Ĩxy分别为矩阵
0ĨCM 中对应的元素;

∆Ik = (Ikyy − Ikxx), k = 0, 1, 2.

令λd =
√
3Ĩxy/Ĥb, 由 (5)式积分一次得到

θ̇2

λ2dω
2
T
+ [K0S

2
θ +K1S

2
θ+q̂1 +K2S

2
θ+q̂1+q̂2 − S2θ]

=d, (6)
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其中, S2
· = sin2(·),

K0 =
∆I0 + Ĩyy − Ĩxx

Ĩxy
,

K1 =
∆I1

Ĩxy
, K2 =

∆I2

Ĩxy
,

d为与初始条件有关的积分常数,

d = [K0S
2
θ(0) +K1S

2
θ(0)+q̂1

+K2S
2
θ(0)+q̂1+q̂2

− S2θ(0)] +
θ̇(0)2

λ2dω
2
T
. (7)

设 ẏ = θ̇/(λdωT), 令 θ和 ẏ分别为横坐标和纵

坐标, 由 (6) 式可以得到系统俯仰运动在相平面的
轨迹, 结果如图 2所示. 从图 2 可以看出, 当初始
条件满足d 6 d̃时, 系统俯仰运动在相平面的轨迹
是封闭曲线, 对应的系统稳态运动是一种周期性振
动, 即以 θ = θ̂为平衡位置做往复运动. 由 (5)式可
知, 平衡位置 θ̂满足如下方程:

K0S
2
θ̂
+K1S

2
θ̂+q̂1

+K2S
2
θ̂+q̂1+q̂2

− S2θ̂ = 0. (8)

由 (8)式可知, θ̂仅与机械臂构型 q̂有关. 系统
相应的特征方程为λ2 = f(θ̂, q̂), 系统不存在渐近
稳定平衡点, 特征根为纯虚根时对应的 θ̂ 为稳定平

衡点 [27].
设系统俯仰振动的最大振幅为 θmax, 由 (6)式

可知 θ̇ = 0时 θ = θmax, 所以最大振幅 θmax由初始

条件d决定. 图 3所示为最大振幅随初始条件的变

化曲线, 由此可见 θmax的最小值为 25◦, 且随d的

增加而增大. 当d > d̃时, 俯仰振幅无限大, 其相平
面轨迹为不封闭曲线 (图 2 ), 对应的实际运动为连
续不断的翻滚.

临界值 d̃与机械臂的构型 q̂有关, 若限定关节
角 q1 ∈ [−π/2,π/2], q2 ∈ [−π,π], 则 d̃的变化范围

如图 4所示.
综上所述可知, 在重力梯度扰动作用下空间

机器人系统的俯仰运动有周期振动和翻滚两种形

式, 系统运动稳定性与运动的初始条件有关. 由 (7)
式可知, 俯仰运动稳定性对初始角速度 θ̇(0) 最为

敏感, 为使系统在俯仰运动中不发生翻滚, θ̇(0)应
满足

|θ̇(0)| 6 λdωT

×
√
d̃− [K0S2

θ +K1S2
θ+q̂1

+K2S2
θ+q̂1+q̂2

− S2θ].

(9)
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图 2 由构型所确定的系统受重力梯度扰动的运动相图
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图 3 俯仰姿态最大振幅 θmax随初始条件 d的变化
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图 4 不同初始条件下 d̃值的范围

3.2 椭圆轨道俯仰运动分析

若空间机器人运行轨道为椭圆, 即 0 < e < 1,
令 η =

√
µg

a3(1− e2)3
, 由 (4)式得到俯仰运动方程

θ̈ + ϕ̈ =− λ2dη
2

2
(1 + eCϕ)

3[K0S2θ +K1S2(θ+q̂1)

+K2S2(θ+q̂1+q̂2) − 2C2θ]. (10)

令x1 = θ, x2 = θ̇, 将 (10)式改写为状态空间
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的形式, 即

ẋ1 = x2,

ẋ2 =− λ2dη
2

2
(1 + eCϕ)

3f(x1)

+ 2eη2(1 + eCϕ)
3Sϕ, (11)

其中

f(x1) = [K0S2x1
+K1S2(x1+q̂1)

+K2S2(x1+q̂1+q̂2) − 2C2x1 ].

(11)式描述了在椭圆轨道运行中若机械臂构
型固定情况下空间机器人系统受重力梯度作用时

的姿态运动. 对其进行数值积分以分析系统的运动
形式, 将轨道偏心率 e作为系统控制参数, 由 (10)

式可知, 机械臂构型参数 q̂1, q̂2 直接影响系统的动

力学行为. 不失一般性, 系统参数的选取如下:

q̂1 = 30◦, q̂2 = 20◦, e ∈ (0, 0.1].
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图 5 系统关于轨道偏心率 e的分岔图
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图 6 轨道偏心率 e不同时, 空间机器人姿态运动的相图 (a) e = 0.001; (b) e = 0.01966; (c) e = 0.02976;
(d) e = 0.03986; (e) e = 0.05212; (f) e = 0.07142
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通过计算可知, 上述空间机器人系统存在周期
摆动、准周期摆动和翻滚三种运动形式. 偏心率 e

对系统的运动特性有重要影响, 为此做系统关于
控制参数 (偏心率) 的分岔图, 结果如图 5所示. 由
图 5可知, 重力梯度扰动下系统俯仰姿态运动有多
种类型. 当轨道偏心率很小 (e < 0.005) 时, 类似于
圆轨道俯仰运动, 系统俯仰运动的相平面轨迹为封
闭的圆形 (图 6 (a)), 其真实运动为周期性摆动. 当
偏心率增大 (0.005 6 e < 0.08549), 系统俯仰运动
由周期摆动转变为准周期摆动, 其在相平面的运动
轨迹如图 6 (b)—(f) 所示, 其中一组 (e = 0.02976)
的功率谱和Poincaré 截面如图 7所示. 从图 7可以

看出, 功率谱为有多个峰值的离散谱, 即运动具有
周期性, 但周期不固定 [28]; Poincaré 截面中存在有
限个封闭曲线, 也表明系统作准周期摆动. 从分岔
图 (图 5 )和相平面轨迹 (图 6 )可以看出, 系统准周
期运动可以分为几种不同类型, 且类型之间呈现连
续的渐变趋势. 当偏心率继续增大, 系统俯仰运动
变为连续翻滚.
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图 7 偏心率 e = 0.02976 时的功率谱密度及Poincaré
截面 (a) 功率谱密度; (b) Poincaré 截面

图 5中分岔点分别对应五种不同类型的准

周期摆动. 类型 I(图 6 (b))对应 e = 0.01966处

的分岔点, 轨道偏心率 e = 0.005—0.01966的阶
段为周期运动向准周期运动过渡段. 类型 I-
I (图 6 (c))、类型 III (图 6 (d))、类型 IV (图 6 (e))分
别对应 e = 0.02976, 0.03986,0.05212处的分岔点,
分岔点之间的阶段为相邻类型的过渡段, 在此
阶段系统运动相图兼有两种类型特征, 如图 8所

示, 相图特征为类型 II和类型 III 的叠加. 由图 5

可知, 类型 IV向类型V 的过渡并不是连续的, 当
e = 0.06331—0.06872时, 系统俯仰运动发生翻滚
失稳. 当偏心率继续增大, 系统恢复准周期运动,
并且在 e = 0.07142时产生分岔, 对应运动类型V
(图 6 (f)). 偏心率 e = 0.08594为准周期运动截止

点, 当偏心率 e > 0.08594时, 系统俯仰运动形式变
为翻滚运动 (图 9 ).
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图 9 e = 0.08595时翻滚运动相图

4 结 论

本文研究了二连杆自由漂浮空间机器人系统

在轨运行时受重力梯度扰动的姿态动力学行为. 考
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虑轨道运动与姿态运动耦合及重力梯度扰动因素,
建立了封闭形式的系统动力学方程. 当机械臂保持
固定构型时, 对重力梯度引起的系统姿态非线性运
动进行了定性和定量分析. 结果表明: 在圆轨道或
近圆轨道上, 系统受重力梯度扰动下的俯仰运动只
有周期运动和翻滚运动, 而在椭圆轨道则呈现出准
周期运动; 系统非线性运动对轨道偏心率变化比较
敏感, 随偏心率的增大系统由周期运动向准周期运
动甚至翻滚运动转变; 在椭圆轨道上, 在偏心率很
小的范围内系统运动分为不同类型的复杂准周期

运动, 而偏心率较大时 (超过 0.1)系统失稳发生翻
滚运动.

附录A 自由漂浮空间机器人系统动力学方

程推导

如图 1所示, 自由漂浮空间机器人系统动力学方程可
以表示为 [29]

H

ω̇0

q̈

+

Ḣ − 1

2

 0

A

ω0

q̇

 = Q, (A1)

其中,

H =

 Hb Hbm

HT
bm Hm

 , A = [ω0 q̇T]
∂H

∂q
.

若以 0ω0表示基座绝对角速度在本体坐标系下的分

量, 以按 x轴, z轴和 y轴顺序转动的欧拉角ϑ, θ, ψ表示基
座的姿态角Υ , ϕ表示轨道真近点角, 根据坐标转换关系

可得:

0ω0 = TΥ Υ̇ + Tϕϕ̇, (A2)

其中,

Υ̇ =


ϑ̇

ψ̇

θ̇

 , TΥ =


CψCθ 0 −Sψ

−Sθ 1 0

SψCθ 0 Cψ

 ,

Tϕ =


CψSθSϑ − SψCϑ

CθSϑ

SψSθSϑ + CψCϑ

 .
将 (A2)式代入 (A1)式整理得到系统姿态动力

学方程 (1).

附录B 空间机器人系统广义力推导

作用于体段 k质心的重力梯度矩可以表示为 [26]

Mg =
3µg

R5
k

Rk × Ik ·Rk, (B1)

其中, Rk = |Rk|为体段质心到地心的距离, µg为地球引力

常量, Ik为体段 k的转动惯量张量.
将Rk在体段 k本体坐标系中分解为

kRk = rc[
ka1

ka2
ka3]

T (k = 0, 1, 2, ), (B2)

其中 kai(Υ ,q)为矩阵对应元素, 可以表示为欧拉角及关节
角的函数.

将 (B2)式代入 (B1)式, 并向基座本体坐标系投影得

到体段 k受到的重力梯度矩

0Mgk =
3µg

r3c
T 0
k


(Ikzz − Ikyy)

ka2
ka3 + (ka23 − ka22)Ikyz − ka1

ka2Ikxz +
ka1

ka3Ikxy

(Ikxx − Ikzz)
ka1

ka3 + (ka21 − ka23)Ikxz − ka2
ka3Ikxy +

ka1
ka2Ikyz

(Ikyy − Ikxx)
ka1

ka2 + (ka22 − ka21)Ikxy − ka1
ka3Ikyz +

ka2
ka3Ikxz

 . (B3)

根据作用在系统的扰动力矩仅有重力梯度矩的假设, 系统广义力模型可表示如下 [10]:

Q =


2∑
k=0

0Mgk(rc,Υ ,q)

2∑
k=0

(0J22k)
T0Mgk(rc,Υ ,q)

 , (B4)

其中 0J22k为机械臂广义 Jacobi矩阵元素在基座本体系下的分量.
将 (B3)式代入 (B4)式, 整理后得到

Q =


2∑
k=0

0Mgk(rc, θ, ψ, q1, q2)

0Mg1,3(rc, θ, ψ, q1) +
0Mg2,3(rc, θ, ψ, q1, q2)

0Mg2,3(rc, θ, ψ, q1, q2)

 . (B5)

将 (B5)式代入 (1)式得到系统姿态动力学方程 (3).
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Nonlinearity of the attitude motion of space robots
subjected to gravitational gradient torque∗
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Abstract
The attitude dynamics equation of free-floating space robots subjected to gravitational gradient effect is investigated.

A two-link space robot is employed to analyze nonlinear properties of the perturbed yaw motion of the system in depth,
when the manipulator configuration is fixed. Its nonlinear dynamical behavior is described by phase plane plot and
Poincaré section. It is shown that the perturbed motion is sensitive to orbital eccentricity. The system takes on periodic
motion and tumbling in circular orbit, while additional quasi-periodic motion in elliptic orbit. Furthermore, these
nonlinearities are quantitatively studied by means of bifurcation and power spectrum.
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