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完整力学系统的广义梯度表示∗
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将梯度系统推广到包含时间的情形, 称之为广义梯度系统. 给出完整力学成为梯度系统的条件. 如果广
义梯度系统的势函数可以成为Lyapunov函数, 那么可用Lyapunov定理来研究系统的稳定性.
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1 引 言

文献 [1]第 9章第 3节研究了梯度系统和
Hamilton系统这两类重要的动力系统. 如果一
个力学系统能够成为梯度系统, 那么就可利用梯度
系统的特性来研究力学系统的性质, 特别是运动稳
定性质. 从而开辟出一条研究稳定性问题的新途
经. 如文献 [2—7]. 然而, 梯度系统是不包含时间的
定常系统, 这样就很难应用于非定常力学系统. 为
此, 本工作将梯度系统的势函数推广到显含时间的
情形, 并称之为广义梯度系统. 将一般完整力学系
统在一定条件下表示为广义梯度系统. 这类系统的
势函数在一定条件下可以成为Lyapunov函数. 这
样, 就有可能利用Lyapunov定理来研究系统的稳
定性.

2 广义梯度系统

梯度系统的微分方程有形式

ẋi = − ∂V

∂xi
, (i = 1, 2, · · · ,m) , (1)

其中V = V (x)称为势函数, 但并不是力学中的势
能. 如果势函数V 包含时间 t, 则有

ẋi = − ∂V

∂xi
, (i = 1, 2, · · · ,m) ,

V = V (t,x) . (2)
称 (2)式为广义梯度系统. 按方程 (2)求V 对 t

的导数, 得到

V̇ =
∂V

∂t
− ∂V

∂xi

∂V

∂xi
, (3)

这儿以及以后, 相同指标表示求和.
对梯度系统 (1), 则有

V̇ = − ∂V

∂xi

∂V

∂xi
. (4)

因此, 如果V 是方程 (1)的Lyapunov函数, 则
x = (x1, x2, · · · , xm)是一个平衡点.

对广义梯度系统 (2), 一般没有上述性质. 但
是, 如果势函数V = V (t,x)可以成为Lyapunov函
数, 然后由 (3)式考察 V̇ 的符号, 那么就有可能按
Lyapunov定理来研究系统的稳定性.

3 运动微分方程

完整力学系统的运动微分方程为
d
dt

∂L

∂q̇s
− ∂L

∂qs
= Qs, (s = 1, 2, · · · , n) , (5)
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其中L = L (t, q, q̇)为系统的Lagrange函数, Qs =

Qs (t, q, q̇)为非势广义力. 设系统非奇异, 即设

det
(

∂2L

∂q̇sq̇k

)
̸= 0, (6)

则由方程 (5)可解出所有广义加速度, 简单记作

q̈s = fs (t, q, q̇) , (s = 1, 2, · · · , n) . (7)

4 方程的一阶形式

为研究方程 (5)是否可表示为广义梯度系统,
需将其化为一阶方程. 方程 (5)的一阶形式可有多
种选择. 常用的方法是引进广义动量 ps和Hamil-
ton函数H, 有

ps =
∂L

∂q̇s
, H = psq̇s − L, (8)

则方程 (5)有如下一阶形式:

q̇s =
∂H

∂ps
, ṗs = −∂H

∂qs
+ Q̃s, (9)

其中

Q̃s (t, q,p) = Qs (t, q, q̇ (t, q,p)) . (10)

进而可表示为 [2,3]

ȧµ = ωµν ∂H

∂aν
+ Λµ, (µ, ν = 1, 2, · · · , 2n, ) (11)

其中

(ωµν ) =

 0n×n 1n×n

−1n×n 0n×n

 ,

as = qs,a
n+s = ps,Λs = 0,Λn+s = Q̃s,

(s = 1, 2, · · · , n) .

5 化成广义梯度系统

对方程 (11), 如果有如下条件:
∂

∂aρ

(
ωµν ∂H

∂aν
+ Λµ

)
− ∂

∂aµ

(
ωρν ∂H

∂aν
+ Λρ

)
= 0,

(µ, ν, ρ = 1, 2, · · · , 2n) , (12)

则方程 (11)可成为一个广义梯度系统. 对定常系
统, (12) 式已由文献 [2, 3]给出.

对于一个确定的力学系统, 如果条件 (12)不满
足, 还不能断定它不是一个广义梯度系统. 因为,
这与方程的一阶表示有关.

6 算 例

例1 单自由度完整力学系统为

L =
1

2
q̇2, Q = −q exp t− q̇ (2 + exp t) . (13)

试将其化成广义梯度系统, 并研究零解的稳
定性.

解 方程为

q̈ = −q exp t− q̇ (2 + exp t) . (14)

令

a1 = q, a2 = q̇,

则有

ȧ1 = a2, ȧ2 = −a1 exp t− a2 (2 + exp t) .

这样, 它还不是一个广义梯度系统. 现取

a1 = q, a2 = q (1 + exp t) + q̇,

则方程 (14)成为

ȧ1 = a2 − a1 (1 + exp t) , ȧ2 = a1 − a2. (15)

它是一个广义梯度系统, 其势函数为

V =
1

2

(
a1
)2

(1 + exp t) +
1

2

(
a2
)2 − a1a2.

它在a1 = a2 = 0邻域内是正定的. 取其为
Lyapunov函数, 按方程 (15)求 V̇ , 得

V̇ =−
(
a1
)2 {

1 +
1

2
exp t+ (1 + exp t)

2

}
− 2

(
a2
)2

+ 2a1a2 (2 + exp t) .

在 t > 0, a1 = a2 = 0邻域内, 它是常负的. 由
Lyapunov定理可知, 零解a1 = a2 = 0是稳定的.

例2 完整系统为

L =
1

2

(
q̇2 + q2

)
,

Q =− 6q̇ − 4q
(
1 + sin2 t

) (
1 + cos2 t

)
− 4q sin t cos t. (16)

试研究零解的稳定性.
解 若令a1 = q, a2 = q̇, 则不能成为广义梯度

系统. 再令

a1 = q, a2 = q̇ + 2q
(
1 + sin2 t

)
,

则有

ȧ1 = a2 − 2a1
(
1 + sin2 t

)
,

ȧ2 = a1 − 2a2
(
1 + cos2 t

)
. (17)

它是一个广义梯度系统, 其势函数为

V = − a1a2 +
(
a1
)2 (

1 + sin2 t
)

+
(
a2
)2 (

1 + cos2 t
)
.
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它在 a1 = a2 = 0邻域内是正定的, 按方程
(17)求 V̇ , 得

V̇ =
(
a1
)2 {−1− 4

(
1 + sin2 t

)2
+ sin 2t

}
+
(
a2
)2 {−1− 4

(
1 + cos2 t

)2 − sin 2t
}

+12a1a2.

它在a1 = a2 = 0邻域内是常负的. 因此, 由
Lyapunov定理可知, 零解是稳定的.

7 结 论

完整力学系统的微分方程在一定条件下可以

成为广义梯度系统的方程, 广义梯度系统的势函数
在一定条件下可以成为Lyapunov函数. 于是, 完
整力学系统的稳定性问题在一定条件下可以通过

广义梯度系统来研究. 值得注意的是, 将方程化成
一阶形式, 不一定按 (11)式实施. 非定常系统的稳
定性是一个难题, 本工作提供的方法有可能研究某

些非定常完整系统的稳定性.
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Abstract
A gradient system is generalized to a system in which the time appears in the potential function, and the system is

called generalized gradient system. The condition under which a holonomic mechanical system can be considered as a
generalized gradient system is given. If the potential function of the system can be considered as a Lyapunov function,
then the Lyapunov theorems can be used to study the stability of the system.
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