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一类尘埃等离子体孤波解∗
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研究了一类非线性尘埃等离子体孤波解. 首先对无扰动情形下的孤波解作了阐述, 接着用同伦映射方法,
构造了一个迭代, 并求出到了非线性尘埃等离子体扰动单孤波的行波解. 最后得到了对应模型的单孤波的各
次近似解.
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1 引 言

近年来, 国内外学术界对于尘埃等离子体中的
低频振动十分关注 [1,2]. 许多学者研究了尘埃孤波
的调制稳定性问题 [3]尘埃等离子体中非线性波的

研究 [4],尘埃包络孤波 [5]尘埃颗粒大小及尘埃荷电

量对尘埃等离子体中非线性波的影响 [6], 弱二维尘
埃等离子体中尘埃波动在受到扰动时的稳定性 [3]

等问题.
对于等离子体系统一维KdV方程描述的孤

波的碰撞问题已经进行了大量的研究, 包括
孤波的正碰与追碰 [7]. 在横向非线性波, 可由
KP(Kadomtsev-Pctviashvili)方程来描述. 最近一
些学者对二维Bose Einstein凝聚系统 [8]、等离子体

系统 [9]及非线性晶格系统传播的孤波碰撞问题 [10]

也做了许多的工作. 我们将利用同伦映射方法得到
等离子体系统非线性广义KP方程的孤波解. 关于
非线性问题, 近来, 很多近似方法被改进, 包括平均
法, 匹配法, 边界层法和多重尺度法等. 作者等利
用同伦映射等方法也讨论了一类非线性方程尘埃、

等离子、孤波等问题 [11−21]. 本文是利用同伦映射
方法 [22,23]讨论了一类尘埃等离子体中非线性扰动

孤波的行波解.

2 尘埃等离子体方程

对干二维低频尘埃波动, 冷尘埃等离子体满足
的无量纲的流体力学方程组为

∂nd
∂t

+
∂

∂x
(ndux) +

∂

∂y
(nduy) = 0,

∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
= Zd

∂ϕ

∂x
,

∂uy

∂t
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∂uy
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+ uy

∂uy

∂y
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∂ϕ
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,

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= Zdnd + ne,−nil − nih,

ne = A e0 exp(β1sϕ), nil = Ail0 exp(−sϕ),

nil = Ail0 exp(−sϕ), nih = Aih0 exp(−βsϕ),

其中ux, uy分别是尘埃流体在x与 y的速度分量,
nd, md分别是尘埃颗粒的密度和质量, Qd = eZd
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是尘埃颗粒上的荷电量, 而

A e0 =
nil0

Zd0nd0
, Aih0 =

nih0
Zd0nd0

,

β1 =
Til
TES

, β2 =
TiH
TE

, β =
β1

β2
,

s =
Zd0nd0TeTih

n e0TihTil + nil0TeTih + nih0TeTil
,

Te, Til, Tih分别表示电子、低温离子与高温离子的

温度.
假设电子和离子的流动速度小于它们的热运

动速度, 我们将用传统的摄动方法并作一些变量变
换, 可获得如下典型的KP方程 [8,24]:

∂

∂x

[
∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3

]
+ 3

∂2u

∂y2
= 0. (1)

能够得到方程 (1)有如下一个单孤波行
波解 [24]

u = −k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
, (2)

其中 k, l为常数, ω = 4/c2, c是线性尘埃波动的

传播速度, 振幅为−k2/2. 选取 k = 1, l = 4,
z = kx + ly − ωt, 由 (2)式表示的单孤波行波的
曲线参见图 1所示. 选取k = l = ω = 1由 (2)式表
示的单孤波行波的0-xy曲面参见图 2所示.
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图 1 由 (2)式表示的单孤波的曲线 (k = l = ω = 1)
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图 2 (网刊彩色) 由 (2)式表示的单孤波的 0-xy曲面
(k = l = ω = 1)

选取k = 1, l = 4, z = kx + ly − ωt时, 表示
的单孤波行波的曲线参见图 3所示. 选取 k = 2,
l = 4, ω = 1时, 表示的单孤波行波的 0-xy曲面参
见图 4所示. 也可以看出, 图 3和图 4的单孤波波形

振幅 (2.0)大于图 1和图 2的单孤波波形振幅 (0.5).
由尘埃单孤波行波的表示式和图 1至图 4的波

形状况, 可以对尘埃的相关性态做出估计并进行
预报, 并采取措施使由此造成的危害尽可能地达到
很小.
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图 3 由 (2)式表示的单孤波的曲线 (k = 2, l = 4, ω = 1)
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图 4 (网刊彩色) 由 (2)式表示的单孤波的 0-xy曲面
(k = 2, l = 4, ω = 1)

3 二维低频尘埃波动扰动方程的解

今考虑具有横向的非线性波高阶的扰动的有

限小振幅的非线性波. 并针对由两种离子温度的尘
埃等离子体, 在以任意夹角传播的孤离子立子的相
互作用问题.

研究尘埃等离子体中的二维非线性波问题. 为
能简要起见, 我们不考虑外磁场, 并假设波沿x方

向传播, 高阶扰动在 y方向. 尘埃等离子体中尘埃
颗粒的质量远大于电子与离子质量. 对干二维低
频尘埃声波, 冷尘埃等离子, 我们考尘埃等离子体
中的低频振动具有扰动的无量纲广义非线性KP
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方程:
∂

∂x

[
∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3

]
+ 3

∂2u

∂y2
= f(u), (3)

其中 f(u)为二维低频尘埃波动与电子和离子的流

动速度相关的无量纲扰动项, 它是在现场场合中
来自其他因素引起的扰动, 例如现场场合存在某些
特殊磁场对尘埃波动与电子和离子的流动速度的

干扰影响等. 在本文中设 f(u)是充分光滑的有界

函数.
我们利用同伦映射方法 [22,23]来得到尘埃等离

子体中的低频振动广义KP方程 (3)的近似孤波解.
引入一个同伦映射

H[u, p] =L[u]− L[v]

+ p

[
L[v]− 6u

∂u

∂x
− f(u)

]
, (4)

其中 p为人工参数 [22,23], v为方程 (3)的初始近似,
算子L[u]为

L[u] =
∂

∂x

[
∂u

∂t
+

∂3u

∂x3

]
+ 3

∂2u

∂y2
.

显然. 由同伦映射 (4)知, H(u, 1) = 0就是尘

埃等离子体低频振动具有扰动的广义非线性KP方
程 (3), 因此方程 (3)的解就是H(u, p) = 0的解当

p → 1的情形.
设

u =
∞∑
i=0

uip
i. (5)

将 (5)式代入同伦映射 (4), 合并 pi的同次幂

项, 并令各次幂的系数为零. 由p0的系数为零, 得

L[u0] = L[v]. (6)

选取初始近似 v为方程 (1)的精确解 (2), 即

v(x, y, t) = −k2

2
sech2

[
kx+ ly − ω t

2

]
.

于是由 (6)式, 得

u0(x, y, t) = −k2

2
sech2

[
kx+ ly − ω t

2

]
. (7)

将 (5),(7)式代入同伦映射 (4), 合并 pi的同次

幂项. 由p1的系数为零, 得

L[u1] = f(u0). (8)

作行波变换:

z = kx+ ly − ωt, (9)

于是 (8)式为
d4u1

dz4 − 3l2 − ωk

k4
d2u1

∂z2
=

1

k4
f(u0). (10)

不难得到线性方程 (10)在零初始值下的解为

u1(z) =

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4
f(u0(ξ2))

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ. (11)

由 (5)式, 可得广义非线性KP方程 (3)孤波的
一次近似解

U1(z) =− k2

2
sech2(z)

+

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4
f(u0(ξ2))

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (12)

其中u0由 (7)式表示.
将行波变换 (9)式代回 (12)式, 得广义非线性

KP方程 (3)孤波的一次行波近似解

U1(t, x, y)

= u0(t, x, y) +

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4
f(u0(ξ2))

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ. (13)

将 (5)式代入同伦映射 (4), 合并 pi的同次幂

项. 由p2的系数为零, 得

L[u2] = 6u0
∂u1

∂x
+ 6u1

∂u0

∂x
+ fu(u0)u1. (14)

在作行波变换 (9)下, 方程 (14)为
d4u2

dz4 − 3l2 − ωk

k4
d2u2

dz2

=
1

k4

(
6ku0

du1

dz + 6ku1
du0

dz + fu(u0)u1

)
. (15)

线性方程 (15)的解为

u2(z) =

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
6ku0

du1

dz

+ 6ku1
du0

dz + fu(u0)u1

)
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×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ. (16)

由 (5), (11)和 (16)式, 可得广义非线性KP方
程 (3)孤波的二次近似解

U2(z)

= u2(z)+

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
6ku0(ξ2)

du1(ξ2)

dz

+ 6ku1
du0(ξ2)

dz +f(u0(ξ2))+fu(u0(ξ2))u1(ξ2)
)

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (17)

其中u0, u1分别由 (7), (11)式表示
将行波变换 (9)式代回 (17)式, 得广义非线性

KP方程 (3)孤波的二次行波近似解

U2(t, x, y) = u2(t, x, y)

×
∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
6ku0(ξ2)

du1(ξ2)

dz

+ 6ku1
du0(ξ2)

dz + f(u(ξ2)) + fu(u0(ξ2))u1(ξ2)

)
×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ. (18)

继续将 (5),(7)式代入同伦映射 (4)式, 合并 pi

的同次幂项. 由pn (n = 3, 4, · · · )的系数为零, 得

L[un] = Fn, n = 3, 4, · · · , (19)

其中

Fn =
1

(n− 1)!

[
∂n−1

∂pn−1

(
6

( ∞∑
i=0

uip
i

)
∂

∂x

( ∞∑
i=0

uip
i

)

+ f

( ∞∑
i=0

uip
i

))]
p=0

为逐次已知的函数.
用同样的方法, 方程 (19)孤波的行波解为

un(t, x, y)

=

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4
Fn(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ,

n = 3, 4, · · · . (20)

将 (7), (13), (18),(20)式代入 (5)式, 并令 p →
1, 便得到

U(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
+

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
f(u0(ξ2)

+ fu(u0(ξ2))u1(ξ2) +

∞∑
n=3

Fn(ξ2)un−1(ξ2)

)
×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ. (21)

能够证明由 (21)式表示的U(t, x, y)是收敛的,
并为二维低频尘埃波动扰动方程 (3)的精确解 [22],

而Um(t, x, y) =

m∑
i=1

ui(kx+ ly − ωt), 即

Um(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
+

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
f(u0(ξ2)

+ fu(u0(ξ2))u1(ξ2) +

m∑
i=3

Fi(ξ2)um−1(ξ2)

)
×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
dξ2dξ1dξ.

为二维低频尘埃波动扰动方程 (3)孤波的第m

次行波近似解

4 举 例

现在来考虑两个简单的例子.
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例1 设尘埃等离子体中的低频振动非线性广

义KP方程 (3)的具有二维空间低频尘埃等离子体
周期性线性扰动项为

f = A cos(kx+ ly − ct),

其中k, l为常数, c是二维空间尘埃等离子体波动
的传播速度. 这时由方程 (3), 尘埃等离子体中具有
线性扰动项的非线性广义KP方程为

∂

∂x

[
∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3

]
+ 3

∂3u

∂y3

=A cos(kx+ ly − ct). (22)

用同伦映射关系式 (4). 由方程 (7), 取方程
(22)初始近似u0为孤波

u0(z) = U0(z) = −k2

2
sech2(z). (23)

即

u0(t, x, y) =U0(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
. (24)

由 (11), (13),(18)式, 可分别得到

u1(z)

=
A

k4

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
cos(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (25)

u1(t, x, y)

=
A

k4

∫ kx+ly−ct

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
cos(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp(−

√
3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (26)

u2(t, x, y)

=

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4

(
6ku0(ξ2)

× du1(ξ2)

dz + 6ku1
du0(ξ2)

dz

)
×
(

exp
(√

3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

)

+ exp
(
−

√
3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

))
× dξ2dξ1dξ. (27)

因此, 由 (23), (25)—(27)式, 可得到了尘埃等
离子体中的低频振动非线性广义KP方程 (22)的一
次, 二次近似

U1(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ct

2

]
+

A

k4

∫ kx+ly−ct

0

∫ ξ1

0

cos(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (28)

U2(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ct

2

]
+

A

k4

∫ kx+ly−ct

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
cos(ξ2)

+

(
6ku0(ξ2)

du1(ξ2)

dz + 6ku1(ξ2)
du0(ξ2)

dz

)
×
(

exp
(√

3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ck

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (29)

其中u0, u1分别由 (23),(25)式表示.
例2 设尘埃等离子体中的低频振动非线性广

义KP方程 (3)的扰动项为 f = ε expu(0 < ε ≪ 1).
这时由方程 (3), 尘埃等离子体中具有扰动的非线
性广义KP方程为

∂

∂x

[
∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+

∂3u

∂x3

]
+ 3

∂3u

∂y3
= ε expu. (30)

用同伦映射关系式 (4). 由方程 (7), 取方程
(30)初始近似u0为孤波

u0(z) = U0(z) = −k2

2
sech2(z). (31)

即

u0(t, x, y) =U0(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[kx+ ly − ωt

2

]
. (32)
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由 (11), (13),(18)式, 可分别得到

u1(z)

=

∫ z

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
ε

k4
expu0(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (33)

u1(t, x, y)

=

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
ε

k4
expu0(ξ2)

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (34)

u2(t, x, y)

=

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
1

k4
(6ku0(ξ2)

× du1(ξ2)

dz + 6ku1
du0(ξ2)

dz
+ ε(expu0(ξ2))u1(ξ2))

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))
× dξ2dξ1dξ. (35)

因此, 由 (31)—(35)式, 可得到了尘埃等离子
体中的低频振动非线性广义KP方程 (30)的一次,
二次近似

U1(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
+

1

k4

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
ε(expu0(ξ2))

×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (36)

U2(t, x, y)

=− k2

2
sech2

[
kx+ ly − ωt

2

]
+

1

k4

∫ kx+ly−ωt

0

∫ ξ1

0

∫ ξ2

0

[
ε(expu0(ξ2)

+ ε(expu0(ξ2))u1(ξ2))

+

(
6ku0(ξ2)

du1(ξ2)

dz + 6ku1(ξ2)
du0(ξ2)

dz

)
×
(

exp
(√

3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

)
+ exp

(
−

√
3l2 − ωk

k2
(ξ1 − ξ2)

))]
× dξ2dξ1dξ, (37)

其中u0, u1分别由 (31),(33)式表示.
在 (32), (36), (37)式中, 选取k = l = ω = 1,

ε = 0.01, z = kx + ly − ωt, 可以得到尘埃等离子
体中的低频振动非线性广义KP方程 (30)的孤波的
零次, 一次, 二次近似解Ui(i = 0, 1, 2)的曲线图形

(参见图 5所示).

֓ ֓   

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

z

U

U2

U1

U0

图 5 方程 (23)的孤波的近似曲线 (k = l = ω = 1, ε =

0.01)

继续利用同伦映射 (4), 可得到尘埃等离子体
中的低频振动非线性广义KP方程 (30)的更高次近
似Um(t, x, y), 而极限函数

U(t, x, y) = lim
m→∞

Um(t, x, y)

就是尘埃等离子体中的低频振动具有扰动的非线

性广义KP方程 (30)孤波的精确解.
我们还可用不动点定理 [25]证明尘埃等离子体

中具有扰动的非线性广义KP方程 (30)孤波的精确
解Uexa与各次近似解析解Um的如下精度表示式:

Uexa = Um +O(εm), 0 < ε ≪ 1

由上式可以看出, 利用同伦映射方法求BKK
扰动模型孤波的近似解具有良好的精度.
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5 结 论

用同伦映射方法, 选取选择合理的初始近似,
能较快速度地得到高精度的近似解.

由本文得到的具有扰动的广义KP方程 (3)是
尘埃等离子体中的低频振动单孤波近似解, 可求得
相应的物理性态. 例如, 通过求出的各孤波的波峰
值, 并采取相应措施避免各孤波由于共振现象而出
现的超高密度电荷的聚集, 而导致的放电击穿现象
等等. 关于这方面的情形, 本文不再进一步讨论.
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Abstract
A class of nonlinear solitary waves in dusty plasma is considered. Firstly, a non-disturbed solitary wave solution

is stated. Then the iteration is constructed by using the homotopic mapping, and the traveling wave solution of the
nonlinear single-disturbed solitary waves in dusty plasma is obtained. Finally, every degree of approximate solutions for
corresponding single solitary wave model can be found.
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