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非线性扰动时滞长波系统孤波近似解∗
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本文是讨论一类时滞非线性扰动长波系统的孤波解. 首先, 引入非扰动的典型长波方程的精确解. 然后,
用同伦映射和改进的技巧构造了非线性扰动时滞长波系统孤波行波解的近似展开式.
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1 引 言

孤波在非线性发展方程中占有重要的地位.
研究非线性发展方程不断地被发展, 如 (G′/G)展

开法双曲函数展开法, 齐次平衡法, Jacobi椭圆函
数展开法和辅助方程法等等 [1−3]. 很多学者已经
在孤波理论方面做了许多的工作 [4−7]. 孤波的非
线性理论的渐近方法是一个新的研究方法. 它主
要的实质是用渐近展开式将非线性问题用线性问

题来处理. 在过去的近几年内, 很多渐近近似方
法在研究并改进中, 包括平均法, 边界层法, 多重
尺度法等. 一些作者, 如Ni和Wei [8], Bartier [9],
Llibre Silva和Teixeira [10], Kellogg和Kopteva [11]

以及Faye, Frenod 和Seck [12]已经做了很多的工

作. 利用微分不等式和其他方法, 作者等也研究了
一类反应扩散问题 [13], 激波 [14], 生态环境 [15], 孤
波 [16−18], 激光增益 [19], 海洋和大气物理 [20−24]等

问题. 本文是研究一类非线性扰动时滞长波系统.

并得到了它的孤波的近似解.

2 时滞扰动长波模型

考虑如下非线性扰动时滞长波系统:

ut + vx +
1

2
(u2)x = f(u(t− τ)), (1)

vt + (u+ uxx)x + (uv)x

=g(u(t− τ), v(t− τ))), (2)

其中 τ > 0是小时滞数. f , g为扰动项, 它们在相应
的变量区域内为解析函数. 上述是在许多物理现象
中出现的非线性时滞问题.

首先将u(t−τ, x)和v(t−τ, x)按时滞数 τ 展开

u(t− τ, x)

= u(t, x)− τ
∂u(t, x)

∂t
+

τ2

2!

∂2u(t, x)

∂t2

− τ3

3!

∂3u(t, x)

∂t3
+ · · · ,

v(t− τ, x)
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= v(t, x)− τ
∂v(t, x)

∂t
+

τ2

2!

∂2v(t, x)

∂t2

− τ3

3!

∂3v(t, x)

∂t3
+ · · · ,

于是由 (1)和 (2)式, 有

ut+vx+
1

2
(u2)x

= f

( ∞∑
k=0

(−τ)k

k!

∂ku(t, x)

∂tk

)
, (3)

vt + (u+ uxx)x + (uv)x

=g

( ∞∑
k=0

(−τ)k

k!

∂ku(t, x)

∂tk
,

∞∑
k=0

(−τ)k

k!

∂kv(t, x)

∂tk

)
. (4)

引入行波变换 z = x + ω t, 这里ω为波速, 并
对变量 z积分, 且不妨设积分常数为零. 这时系统
(3), (4)为

ωu(z) + v(z) +
1

2
u2(z)

=

∫ z

0

f

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

∂ku(η)

∂ηk

)
dη, (5)

ωv(z) + (1 + v(z))u(z) +
d2u(z)

dz2

=

∫ z

0

g

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

dku(η)

dηk ,

∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

dkv(η)

dηk

)
dη. (6)

由 (5)和 (6)式, 可得
d2u(z)

dz2 − (ω2 − 1)u(z)− 3

2
ωu2(z)− 1

2
u3(z)

=h(z), (7)

其中

h(z) =(ω − u(z))

∫ z

0

f

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

dku(η)

dηk

)
dη

+

∫ z

0

g

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

∂ku(η)

∂ηk
,

− ω

∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

∂ku(η)

∂ηk

− 1

2

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

∂ku(η)

∂ηk

)2

+

∫ η

0

f

( ∞∑
k=0

(−ωτ)k

k!

dku(η1)

dηk1

)
dη1
)

dη.

3 孤波解

设

u = u0(z) +
∞∑
i=0

∞∑
j=0, i+j ̸=0

ui,j(z)p
iτ j . (8)

并引入一个同伦映射 [25,26]: H(u, p, τ)(R × I ×
[0, τ0] → R):

H(u, p, τ)

=L(u)− L(W ) + p [L(w) +N(u)− h(u)], (9)

其中 I = [0, 1], p为人工参数, τ0为适当小的常

数, W是初始近似函数, 线性算子L和非线性算子

N为

L(u) =
d2u

dξ2 − (ω2 − 1)u,

N(u) = −3

2
ωu2 − 1

2
u3.

将 (8)式代入 (9)式, 按 p, τ展开非线性项,
合并H(u, p, τ) = 0关于 p, τ同次幂的系数并

令其为零, 我们能依次得到u00(z)和uij(z)(i =

1, 2, · · · , j = 0, 1, · · · ). 适当地决定初始近似

u00(z), 将u00(z)和uij(z)代入 (8)式, 我们就得到
了关系式H(u, p, τ) = 0的一个级数解. 由于非线
性扰动时滞长波系统 (1), (2)中的扰动项 f , g为解
析函数, 于是由方程 (7)中的h也是解析函数, 再由
于u0(z)为非线性方程

L(u) +N(u) = 0 (10)

的一个孤波解, 因此由泛函映射关系式 (9)决定的
方程H(u, p, τ) = 0的级数解 (8)在 p ∈ [0, 1], τ ∈
[0, τ0] (其中 τ0为一个小的正数)上是一致收敛
的. 关于级数收敛性的详细数学论述, 可参见文
献 [25, 27]. 因此我们也得到了方程H(u, p, τ) = 0

的一个mn次近似解

umnapp = u0(z) +
m∑
i=0

n∑
j=0

i+j ̸=0

ui,j(z)p
iτ j .

显然, 由 (8)式, 方程H(u, 1, τ) = 0和方程 (7)
是相同的. 故方程 (7)的解u就是方程H(u, p, τ) =

0当p → 1时的解.
众所周知, 方程 (10)当ω =

√
1 + a时具有孤

波解

W1(z) =
−2a

cosh(
√
az) +

√
1 + a

.
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另外, 引入辅助方程 [28]

( dy
dz

)2
− ay2 − by − c = 0, (11)

并选取方程 (10)具有如下形式的待定解 [28]:

u(z) =f0(z) +
f1(z)

y(z)(c+ a tanh(z))

+
f2(z)y(z)

c+ a tanh(z) , (12)

其中 fi(z)(i = 0, 1, 2)为待定函数, y(z)为方程

(11)的孤波解. 将 (11), (12)代入方程 (10), 经过
计算, 决定出函数 fi(z)(i = 0, 1, 2). 进而, 当
z = x +

√
1 + at时. 可得到方程 (10)的另外的

如下两个孤波解:

W2(z) =
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
z + (1 +

√
a) sinh

√
a

2
z

,

a > 0,

֓ ֓ ֓ ֓ ֓      

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲



z

W
1

图 1 W1(z)的孤波曲线图形 (a = 1)
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图 2 W2(z)的孤波曲线图形 (a = 1)

W3(z) =−
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
z − (1 +

√
a) sinh

√
a

2
z

,

a > 0.

我们能作出孤波Wi(z)(i = 1, 2, 3)的曲线图形

(参见图 1至图 3 ).

z
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图 3 W3(z)的孤波曲线图形 (a = 1)

4 扰动时滞方程的孤波渐近解

考虑到映射 (9), 比较H(u, p, τ) = 0关于 p, τ

的同次幂的系数. 关于p0τ0的系数, 得

L(u00) = L(W ).

选择u0(z)为方程 (10)的一个初始近似孤波
解, 例如取为W2(z). 此时便有

u0(z) =
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
ξ + (1 +

√
a) sinh

√
a

2
ξ

,

a > 0. (13)

再对H(u, p, τ) = 0关于 piτ j的系数为零, 我
们有

L(uij) = Fij(z),

i = 1, 2, · · · ,m, j = 0, 1, · · · , n, (14)

其中

Fi(−1)j(z)

=
1

(i − 1)!j!

[
∂i+j−1

∂pi−1∂τ j

(
−N

×
( ∞∑

i=1

∞∑
j=0

uij(z)p
iτ j) + h(z)

)]
p=0, τ=0,
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i = 1, 2, · · · ,m, j = 0, 1, · · · , n.

不难看出, 方程 (14)的解uij(z)为

uij =
τ j

2
√
a

∫ z

0

Fij(η)[exp(
√
a(z − η)

+ exp(−
√
a(z − η))]dη. (15)

由 (8), (13)和 (15)式, 我们得到关于方程 (5)的第
mn次孤波渐近解Umnapp(z)如下:

Umnapp(z)

=
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
z + (1 +

√
a) sinh

√
a

2
z

+

m∑
i=1,j=0

[
1

2
√
a

∫ z

0

Fij(η)[exp(
√
a(z − η)

+ exp(−
√
a(z − η))]dη

]
τ j +O(τn+1),

0 < τ ≪ 1. (16)

由方程 (6), 我们能得到第mn次孤波渐近解

Vmnapp(z)为

Vmnapp(z)

=
1

Umnapp −
√
1 + a

(
d2Umnapp

dz2 − Umnapp

)
+O(τn+1), 0 < τ ≪ 1, (17)

其中Umnapp(z)由 (16)式表示.
将行波变换 z = x+

√
1 + a t代入 (16)和 (17)

式,我们能够得到非线性时滞扰动长波系统 (1), (2)
行波解 (u, v)的第mn次孤波渐近解Umnapp(z).

同样, 在 (13)式中, 取方程 (10)的孤波解分别
选取W1(z)和W3(z)非线性方程 (7)对应的同伦映
射的初始近似函数. 则我们还可以分别得到相应的
非线性时滞扰动长波系统 (1), (2)行波解 (u, v)的

第mn次孤波渐近解. 在此不再表述.

5 举 例

考虑一个特殊的时滞扰动长波系统, 它的扰动
项为 f(u) = u, g(u, v) = 0. 这时系统 (1), (2)为

ut + vx +
1

2
(u2)x = u(t− τ, x), (18)

vt + (u+ uxx)x + (uv)x = 0. (19)

引入行波变换 z = x+ ωt, 由 (7)式, 有
d2u(z)

dz2 − au(z)

=
3

2
ωu2(z) +

1

2
u3(z)

+ (
√
1 + a+ u(z))u(t− τ). (20)

设

u =u0(z) + (u10(z) + u11(z))τ +O(τ2),

0 < τ ≪ 1. (21)

对于时滞扰动长波系统 (18), (19), 选择u0(z)

为方程 (10)的一个孤波解W2(z). 此时便可得到初
始近似孤波解u0(z)为

u0(z) ≡ U00app(z)

=
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
z + (1 +

√
a) sinh

√
a

2
z

. (22)

由 (15)式, 可得

u10 =
1

2
√
a

∫ z

0

[
− 3

2

√
1 + au2

0 −
1

2
u3
0 + u0

]
× [exp(

√
a(z − η)

+ exp(−
√
a(z − η))]dη, (23)

u11 =
1

2
√
a

∫ z

0

[
− 3(1 + a)3/2

2

×
[
3

(
du0

dz

)2

+

(
du0

dz

)3]
+
√
1 + a

du0

dz

]
exp[

√
a(z − η)

+ exp(−
√
a(z − η))]dη. (24)

于是由 (16), (21)—(24)式, 我们可得系统
(18), (19) 孤波的第11次近似解U11app为

U11app(z)

=
a csch

√
a

2
z

√
a cosh

√
a

2
z − (1 +

√
a) sinh

√
a

2
z

+
τ

2
√
a

∫ z

0

[
− 3

2

√
1 + au2

0 −
1

2
u3
0 + u0

− 3(1 + a)3/2

2

[
3(

du0

dz )2 + (
du0

dz )3
]

+
√
1 + a

du0

dz

][
exp[

√
a(z − η)

+ exp(−
√
a(z − η))

]
dη +O(τ2),

0 < τ ≪ 1, (25)

其中u00由 (22)式表示.
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同样, 由 (17)式, 我们也能得到系统 (18), (19)
孤波的第11次近似解V11app(z)为

V11app(z)

=
1

U11per −
√
1 + a

(
d2U11app

dz2 − U11app

)
+O(τn+1), 0 < τ ≪ 1,

其中U11app(z)由 (16)式表示
将 行 波 变 换 z = x +

√
1 + a t代 入

U11app(z)V11app(z), 我们能得到非线性时滞长波
系统 (18), (19)的第11次行波近似解.

继续地, 用同样的方法, 我们能得到非线性时
滞长波系统 (18), (19)的更高次行波近似解 (u, v)

同样, 在 (22)式中, 取方程 (10)的孤波解分别
选取W1(z)和W3(z)非线性方程 (7)对应的同伦映
射的初始近似函数. 则我们还可以分别得到相应的
非线性时滞扰动长波系统 (1), (2)行波解 (u, v)的

第mn次孤波渐近解

6 结 论

时滞方程的孤波是一个复杂的自然现象的反

映. 因此我们需要把它归化为基本模型, 并利用近
似方法去求解它, 同伦映射方法就是一个简单而有
效的解法.

同伦映射方法是一个近似解析方法, 它不同
于一般的数值方法. 用同伦映射方法得到的表示
式还能继续进行微分、积分等解析运算. 因此由
(16),(17)式, 我们还能进一步对时滞方程孤波的定
性、定量等方面的研究
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Abstract
The solitary wave approximate solutions for a class of nonlinear-disturbed time delay long-wave system are con-

sidered. First, we introduce into exact solution of a non-disturbed typical long-wave system. Then, by using the
homotopic mapping and an improved technique, the approximate expansions of the traveling wave solutions for the
nonlinear-disturbed time delay long-wave systems are constructed.
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