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自旋轨道耦合玻色-爱因斯坦凝聚体在尖端势垒
散射中的Klein隧穿∗
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本文对自旋 -轨道耦合的玻色 -爱因斯坦凝聚体经过尖端势垒散射的过程进行了数值模拟, 发现散射过程
中存在Klein隧穿现象. 相较于高斯势垒, 尖端势垒散射的Klein阻塞及Klein隧穿区域会向较高势垒方向移
动. 在Klein隧穿区域, 透射系数随势垒高度而振荡下降, 且振幅随着势垒增高而逐渐减小. 最后, 分别讨论
了原子相互作用对经典透射区域、Klein阻塞区域以及Klein隧穿区域散射过程的影响.
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1 引 言

自旋 -轨道耦合是原子内部的固有特性, 它是
自旋霍尔效应 [1,2]以及拓扑绝缘体 [3,4]产生的主要

原因. 近年来, 自旋 -轨道耦合的玻色 -爱因斯坦
凝聚体 (spin-orbit coupled Bose-Einstein conden-
sate, SOC BEC)也引起了广泛的关注 [5,6], 尤其是
NIST小组在实验上首次实现了SOC BEC [5], 开启
了冷原子物理中的一个新领域. 不仅SOC BEC本
身具有许多奇特的性质, 吸引了理论研究的广泛兴
趣, 更重要的是, SOC BEC具有良好的清洁性和高
度可控性, 提供了一个理想的实验平台.

Klein隧穿是一个重要的相对论效应 [7], 它
最早由Klein在研究Dirac方程时以佯谬的形式提
出 [8]: 区别于非相对论粒子散射问题, 当Dirac粒
子入射能量远小于势垒高度时, 粒子可以通过正负
能态之间的转化, 从而透过势垒区域, 这就是人们
所说的Klein隧穿也叫Klein佯谬. 虽然Klein隧穿
现象一直未能在实验上直接观测到, 但这这种特殊

的隧穿现象一直吸引了国内外大各大小组的兴趣.
有趣的是许多系统中粒子的动力学都可以由相对

论波方程来描述, 如石墨烯中的电子 [9,10], 囚禁的
离子 [11,12], 光晶格中的超冷原子 [13−15]以及光诱

导规范场 [16,17] 等. 最近石墨烯的实验 [10]证实了

存在Klein隧穿的迹象. 然而, 凝聚态系统由于其
内部杂质和相互作用的干扰, 很难实现完整的弹道
散射过程. 且由于石墨烯是二维结构, 很难准确的
观测一个方向上的Klein隧穿. 就在最近冷原子领
域中提出了利用SOC BEC来观测Klein隧穿的一
维方案 [18], 为Klein隧穿的观测带来了新的希望.

尖端势垒能够很好的描述半束缚态和短程势,
且实验上比较容易实现 [19−21], 有着其独特的研究
价值, 因而也常被用于研究Dirac方程的散射问题.
而对于冷原子中散射问题的研究, 以往大部分工
作都着眼于非相对论的情况, 而对于相对论Dirac
粒子的研究也仅局限于方势垒 [22−25]以及高斯型

势垒 [18]. BEC中的尖端势垒的散射还未被研究过,
本文重点研究了这一问题. 由于Klein隧穿是一个
在势垒中与正反粒子产生有关的相对论现象, 我们
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所研究的自旋轨道耦合BEC, 可以在散射过程中,
模拟反BEC [18]. 在下文中, 我们首先给出了理论
模型,说明了如何利用SOC BEC来实现一维Dirac
方程. 然后利用时间劈裂谱方法对尖端势垒的散射
过程进行了数值模拟. 最后, 我们讨论了原子相互
作用对尖端势垒散射过程的影响.

2 理论模型

按照文献 [18]的方法, 可以运用自旋轨道耦合
BEC来模拟一维Dirac方程. 在此我们简述其过程
如下. 考虑一团超冷玻色原子处在 y-z平面内运动,
每个原子质量为m, 具有两个低能态 |1⟩, |2⟩和一个
高激发态 |3⟩, 形成Λ形的三能级结构. 每个原子的
哈密顿量可以描述为

H =
P 2

2m
+ V (r) +HI,

其中

V (r) =
3∑

j=1

[Vt(r) + Vb(r)] |j⟩ ⟨j|

表示总的外势 (包括囚禁势Vt(r)和散射势Vb(r)),

HI = ~∆ |3⟩ ⟨3| −
( 2∑

j=1

~Ωj |3⟩ ⟨j|+ H.c.
)

是相互作用哈密顿量, ∆是失谐. HI可以通

过一对激光来实现 |1⟩ ↔ |3⟩跃迁的拉比频率
Ω1 = Ω cos(κyy) exp(−iκzz)和 |2⟩ ↔ |3⟩跃迁的
拉比频率Ω2 = Ω sin(κyy) exp[i(π − κzz)], 这里
Ω =

√
|Ω1|2 + |Ω2|2. 把HI对角化可得能量本征

值~{[∆−
√
∆2 + 4Ω2]/2, 0, [∆+

√
∆2 + 4Ω2]/2}.

大失谐时, 前两个本征值接近相等, 且远离另一个
本征值, 此时系统可以看作是包含自旋轨道耦合的
赝自旋1/2系统, 其哈密顿量为

H =
p2y + p2z
2m

+ vyσypy + vzσzpz

+ γzσz + Vt + Vb,

其中

vy =
~κy

m
, vz =

~κzΩ
2

2m∆2
,

γz =
~2Ω2

4m∆2

[
κ2
y − (1 +

Ω2

∆2
)κ2

z

]
+

~Ω2

2∆
.

在 py ≪ ~κy时, p2y项可以忽略. 谐振势Vt仅提供

一个极弱的束缚, 也可忽略不计. 于是, 可得到沿 y

轴方向一维非线性Dirac方程 [18]

i~∂tΨ = HNDΨ, (1)

其中HND = −i~vyσy∂y + γzσz + g0 |Ψ |2 + Vb, vy
是 y轴方向的有效光速, γz是超冷原子的有效静质
量. g0 = 2~asN/(ml2⊥)是原子相互作用, 其中N

是原子数, as代表 s波散射长度, l⊥是垂直方向上
谐振势的振子长度在实验上 vy, γz, g0都是可调参
数. 方程可利用如下参数进行无量纲化:

t ∼ γz
~
t, y ∼ γz

~vy
t, Ψ ∼

√
~vy
Nγz

Ψ.

于是, 我们得到了无量纲的一维非线性Dirac方程

i∂tΨ = (−iσy∂y + σz + g |Ψ |2 + VB)Ψ, (2)

这里VB = Vb/γz, g =
N

~vy
g0分别是无量纲化后的

势垒中心高度和原子两体相互作用系数, 后者实验
上可通过Feshbach共振技术进行调节. 尖端势垒
形式如下:

VB(y) = V e−
|y−y0|

δ , (3)

其中 δ和V 分别表示尖端势垒的宽度和中心高度,
y0是势垒的中心位置.

3 主要结果

我们取如下高斯型波函数作为初始状态代入

方程 (2)进行数值模拟,

Ψ =
1√
l0
√
π

e ik0y e
− (y−d)2

2l20

 i cos(ξ)

− sin(ξ)

 ,

其中 ξ = −1

2
arctan(k0). 初始波包宽度 l0 = 5, 中

心位置d = −20, 波数k0 = 4.

3.1 g = 0的情况

当不考虑原子间相互作用 (即 g = 0)时, 运
用时间劈裂谱方法直接求解方程 (2). 图 1中给

出了高斯型势垒VB(y) = V e−
(y−y0)2

δ2 及尖端势垒

VB(y) = V e−
|y−y0|

δ 的散射过程的数值模拟结果,
这里势垒的宽度均取固定值 δ = 2, 势垒中心位置
y0 = 0. 由图 1 (a)可知, 尖端势垒与高斯势垒散射
都会出现Klein隧穿现象. 而且尖端势垒的Klein
阻塞 (Dirac粒子无法穿透的区域称之为Klein阻塞
区域 [7])和隧穿区域相对于高斯势垒明显向较高势
垒方向 (即大V 方向)移动.
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图 1 (网刊彩色) (a)高斯和尖端势垒散射的透射系数 T 随着势垒中心高度 V 的变化 (g = 0); (b)—(e)分别对应
V = 2, 4, 6, 7时, 高斯势垒散射过程中波包的时间演化; (f)—(i)分别对应 V = 2, 4, 6, 7时, 尖端势垒散射过程中波
包的时间演化

如图 1所示, 高斯型势垒在大约 3.75 < V <

5.75出现Klein阻塞现象, 而尖端势垒在大约
4.5 < V < 6.5出现Klein阻塞现象. 在Klein隧
穿区域, 尖端势垒和高斯势垒散射的透射系数均随
势垒高度振荡. 不同的是, 高斯势垒的透射系数会
振荡增大, 而尖端势垒的透射系数会振荡减小. 而
且, 高斯势垒透射系数的振幅几乎不变, 但尖端势
垒透射系数的振幅逐渐减小. 这是由于尖端势与高
斯势的表面结构不同, 从而散射过程中其表面产生
正反粒子的数量也不同, 导致进入势垒内部的反粒
子数量也不同, 从而使得穿透势垒的粒子数量有明
显不同. 由尖端势散射隧穿率的趋势, 可知在遭遇
更高势垒时, 尖端势垒散射的透射系数会远远低于
其他势垒形式, 这可能为囚禁Dirac 粒子提供可行
的实验手段.

在图 1中, 我们也给出了凝聚体分布 |Ψ |2 的时
间演化. 在V = 2时 (图 1 (b), (f)), 凝聚体几乎能
完全通过两种势垒. 随着势垒高度增加 (图 1 (c),
(d); (g), (h)), 高斯势垒散射中的凝聚体先出现被
完全反射的现象 (图 1 (c)), 即先进入了Klein阻塞
区域, 同样的, 高斯势垒散射过程也会先进入Klein
隧穿区域 (图 1 (d)), 此时尖端势垒散射过程仍处在
阻塞区域 (图 1 (h)). 继续增大势垒高度, 尖端势垒
散射过程才能进入Klein隧穿区域 (图 1 (i)).

3.2 g ̸= 0的情况

下面我们对尖端势垒散射问题中 g ̸= 0的情况

进行研究. 图 2展示了原子相互作用对于透射系数

的影响.
如图 2 (a)所示, 在相互作用较弱 (g = 0.2)时,

势垒的散射过程与无相互作用时基本相同. 随着相
互作用的增大 (g = 0.5, 1), 透射系数在Klein隧穿
区域振幅明显减小. 当相互作用较强时 (图 2 (b)),
透射系数不再有清楚分界的经典透射, Klein阻塞
和Klein隧穿三个区域. 随着相互作用的增大, 经
典透射区域和Klein阻塞区域明显随之变窄, 而且
在Klein隧穿区域透射系数的周期性逐渐被破坏.
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图 2 (网刊彩色) g ̸= 0时, 尖端势垒散射的透射系数 T

随着势垒高度 V 的变化 (a)中原子间相互作用较弱; (b)
中原子相互作用较强
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图 3 (网刊彩色) 尖端势垒散射在 g ̸= 0时, 经典透射 ((a)—(c), V = 2)、Klein阻塞 ((d)—(f), V = 5)以及Klein
隧穿 ((g)—(i), V = 10)区域的凝聚体分布 |Ψ |2随时间的变化

图 3给出了 g = 1, 5, 10时, 凝聚体的分布 |Ψ |2

在经典透射、Klein阻塞和Klein隧穿区域内随着
时间的演化. 这里我们选取势垒高度V = 2

(图 3 (a)—(c)), V = 5 (图 3 (d)—(f)), V = 10

(图 3 (g)—(i)), 分别对应图 2中三个不同区域. 显
然, 在原经典透射区域, 非线性相互作用使得原本
可以完全通过势垒区域的原子 (图 2 (a)), 有部分会
被势垒阻挡反射回来 (图 2 (b, c)). 在原Klein阻塞
区域, 较强的原子相互作用会使得原先无法穿透
势垒的原子 (图 2 (d)), 可以部分穿透势垒 (图 2 (e),
(f)). 在Klein隧穿区域, 原子始终维持一个比较小
的透射概率, 而凝聚体的结构明显被破坏, 产生了
多个具有不同能量的小的凝聚体.

4 结 论

通过数值模拟研究了自旋轨道耦合玻色 -爱因
斯坦凝聚体经过尖端势垒散射的过程, 发现过程中
存在Klein隧穿现象. 与高斯势垒散射相比, 在势
垒高度相对较高时, 尖端势垒散射才能出现Klein
阻塞和Klein隧穿现象. 在Klein隧穿区域, 尖端势
垒的透射系数随着势垒高度的增加而振荡下降. 这
是由于在粒子入射时, 尖端势垒的表面产生正反
BEC对的数量与高斯势垒的情况不同, 进入势垒

内部的反 -BEC数量也就不同, 从而导致了隧穿粒
子数量的不同. 此外, 我们还研究了原子相互作用
对散射过程的影响. 发现在原来的经典透射区域,
凝聚体会被部分反射, 而在原来的Klein阻塞区域
凝聚体能被部分透射在原来的Klein隧穿区域, 原
子弱的相互作用会减小透射系数振荡的幅度, 而较
强的相互作用会彻底破坏了透射系数振荡的周期

性. 由于尖端势垒的透射系数会震荡下降, 因此,
我们认为实验上可以利用势垒高度较高的尖端势

垒来做囚禁Dirac粒子的势阱壁, 从而尽可能的避
免Klein隧穿导致粒子损失. 希望不久的将来能够
在实验上观测到我们所预言的结果.

本文是在刘杰研究员的悉心指导下完成, 特此表示衷

心的感谢.
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Abstract
The scattering process when spin-orbit coupled Bose-Einstein condensate gets through cusp barrier is numerically

simulated by adopting time-split spectrum method; the Klein tunneling phenomena exist in the scattering process. The
regions of Klein block and Klein tunneling will appear at higher barrier height as compared to the scattering process on
getting through Gaussian barrier. In the Klein tunneling region, the transmission coefficient oscillates with the barrier
height, and the oscillation amplitude decreases with increasing barrier height. Besides, the effect of non-linear atomic
interaction has been discussed for different barrier heights as well.
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