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CDG方程和耦合KdV-MKdV方程的
微分不变量∗
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本文利用了Olver提出的等价活动标架方法, 通过构造合适的活动标架, 得到了CDG方程和耦合
KdV-MKdV方程的微分不变量, 并推得了微分不变量代数.
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1 引 言

在几何、微分方程 [1−3]、数学物理 [4,5]和实际应

用领域的问题中, 微分不变量都有非常广泛的应
用. 很多数学家为计算不变量理论做出了杰出的工
作, 不变量理论得到了迅速地发展.

Olver等 [6]提出了用等价活动标架方法来计算

微分不变量, 通过李伪群来构造等价活动标架, 在
此基础上求得了微分不变量和不变量代数关系, 并
在后续的工作 [7−10]中做了进一步的论述和理论完

备. Hubertd等 [11,12]利用Gröbner基计算不变量
的基本关系, 简化了计算微分不变量的工作. Li
等用等价活动标架法计算了两个重要偏微分方程

的微分不变量 [13]. 郭美玉等计算了变系数广义
Gardner方程的微分不变量 [14].

本文将用等价活动标架的方法来计算CDG方
程和耦合KdV-MKdV方程的微分不变量和不变量
代数. CDG方程 [15−19]

ut + au2ux + buxuxx + cuuxxx + duxxxxx

=0, (1)

a, b, c, d都是常数.

在流体力学、理论物理和纯粹的数学领域都有

非常重要的应用. 夏铁成 [20]得到了一类GJ族的
约化耦合KdV-MKdV方程

ut − uxxx + 4u (a+ v)ux + 2u2vx = 0,

vt − vxxx + 4u (a+ v) vx + 2 (a+ v)
2
ux = 0, (2)

其中a是常数, 并研究了该方程的代数几何解.

2 等价活动标架方法

本文采用的是参考文献 [21]的基本知识框架
和符号.

设微分方程为

∆ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, 2, · · · , q, (3)

其中x = (x1, · · · , xp)表示 p个独立的自变量,
u = (u1, · · · , uq) 表示 q个因变量, Di = Dxi , i =

1, · · · , p, 表示全导数. 全空间M是一个m = p+ q

维的流形, z = (x, u)是M上的局部坐标, Jn(M,p)

是M上的n阶p维子流形的Jet丛,则方程 (3)定义
了Jn(M,p)的一个子簇.
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用

v =

p∑
i=1

ξi(x, u)∂xi +

q∑
α=1

φα∂uα

表示 (3)式的无穷小生成元,

v(n) =

p∑
i=1

ξi(x, u)∂xi +

q∑
α=1

n∑
#J=0

φ̂α
J∂u

α
J

表示 (3)的向量场的延拓, 其中 φ̂α
J = DJ(φ

α −
p∑

i=1

uαi ξ
i) +

p∑
i=1

uαJ,iξ
i, DJ = Dj1

1 · · ·Djp
p .

L(· · · , xi, · · · , ξiA, · · · , φα
A, · · · ) = 0 (4)

表示系统 (3)的无穷小确定方程, 其中A =

(a1, · · · , ap), #A =
p∑

i=1

ai, ξiA = ∂#Aξi/∂xA,

φα
A = ∂#Aφα/∂xA.
无穷小确定方程 (4)的解空间 g是方程 (3)的

无穷小对称的李代数. g中的每一个无穷小向量场
都产生一个单参的局部变换群, 所有的单参局部变
换群共同组成了 (3)的李伪群G. G(n)表示李伪群

G的n阶Jet丛, 它的局部坐标 (x, u,X(n), U (n)) 由

基函数xi, uα和目标函数Xi, Uα, 及对应目标函数
的导数Xi

A, Uα
A组成, 其中#A > 1.

下式表示方程的余坐标架:

dHX
i =

p∑
j=1

(DjX
i)dxj

=

p∑
j=1

(Xi
xj +

q∑
α=1

Xi
uαuαj )dx

j , (5)

其 中 dH是 水 平 微 分. DX1 , · · · , DXp表 示

D1, · · · , Dp的对偶全微分算子, 满足下面的公式:

dHF =

p∑
i=1

(DXiF )dHX
i,

其中F : G(n) → R是任意函数, R是实数域.
定义1 对于李伪群G, 作用在 p维子流形

N ⊂ M的n阶活动标架是一个G-等价的截断映
射 ρ(n) : Jn(M,p) → H(n), 其中 H(n) 是G(n) 的

子集.
ι表示不变量化的过程, 每一个活动标架都确

定一个对应的不变量化过程. ι具体为, 取合适的
活动标架, 并将求得的伪群参数代入G(n)上的函数

及其导数、对偶算子和微分形式中; 特别指出, 不变
量化n阶局部坐标 (x, u(n))就得到正规化微分不变

量, 即

Hi = ι(xi), IαJ = ι(uαJ ). (6)

用Di = ι(Di), i = 1, · · · , p, 表示不变微分算子; 通
过不变微分算子的作用, 可以得到更高阶的微分不
变量.

定理1 对于定义在Jn(M,p)(n≫ 0)开子集
上的活动标架, 设伪群G使得这些活动标架相容.
那么任意阶的非平凡正规化不变量 (6)是相互独
立的, 并且这些正规化不变量生成了微分不变量
代数 IG.

伪群G的Maurer-Cartan形式是无穷维 Jet丛
G(∞)上的右不变接触形式,用χi

A, µα
A, i = 1, · · · , p,

α = 1, · · · , q,#A > 0 表示.
定理2 将替换法则

xi → Xi, uα → Uα, ξiA → χi
A, φ

α
A → µα

A,

代入无穷小确定方程 (4), 得Maurer-Cartan形式
满足的确定方程

L = (· · · , Xi, · · · , Uα, · · · , χi
A, · · · , µα

A, · · · ) = 0.

定理3 不变量化的Maurer-Cartan形式满足
不变量化的确定方程

L =(· · · ,Hi, · · · , Iα, · · · , βi
A, · · · , Φα

J , · · · )

=0, (7)

其中βi
A = ι(ξiA), Φ

α
J = ι(φα

J ).
定理4 正规化微分不变量 (6)的递推公式为

dHH
j =

p∑
i=1

(DiH
j)ωi = ωj + βj ,

dHI
α
J =

p∑
i=1

(DiI
α
J )ω

i =

p∑
i=1

(IαJ,i)ω
i + Φ̂α

J , (8)

其中 Φ̂α
J = ι(φ̂α

J ), ωi = ι(dxi).

3 CDG方程的微分不变量

CDG方程的全空间是M = R3, 它的空间坐标
是 (t, x, u). 无穷小生成元

v = τ(t, x, u)∂t+ ξ(t, x, u)∂x+ φ(t, x, u)∂u, (9)

满足下面的无穷小确定方程:

τu = τx = τtt = ξt = ξu = 0,

ξx =
1

5
τt,

φ = −2

5
uτt, (10)

解 (10)得方程 (1)一组无穷小对称的基

v1 = ∂t,
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v2 = ∂x,

v3 = t∂t+
1

5
x∂x− 2

5
u∂u, (11)

则对应的李伪群为

(T,X,U)

= exp(λ3v3) ◦ exp(λ2v2) ◦ exp(λ1v1)

=( eλ3(λ1 + t), e1/5λ3(λ2 + x), e−2/5λ3u), (12)

其中λ1, λ2, λ3是伪群参数. 根据 (5)式, 得方程 (1)
的水平余标架

dHT =(Tt + Tuut)dt+ (Tx + Tuux)dx

= eλ3dt,

dHX =(Xt +Xuut)dt+ (Xx +Xuux)dx

= e 1
5λ3dx (13)

和对偶全微分算子

DT = e−λ3Dt, DX = e−1/5λ3Dx. (14)

将 (14)式连续的作用于U = e−2/5λ3u, 得到延拓的
伪群坐标

T = eλ3(λ1 + t), X = e1/5λ3(λ2 + x),

U = e−2/5λ3u, UT = e−7/5λ3ut,

UX = e−3/5λ3ux, UTT = e−12/5λ3utt,

UXX = e−4/5λ3uxx, UTX = e−8/5λ3utx,

· · · (15)

构造方程 (1)的活动标架: 令

T = 0, X = 0, U = 1,

解上述方程, 可得到对应的伪群参数

λ1 = −t, λ2 = −x, λ3 =
5

2
lnu. (16)

将 (16)式代入 (15)式中可得正规化微分不变量

H1 = ι(t) = 0, H2 = ι(x) = 0,

I00 = ι(u) = 1, I10 = ι(ut) =
ut
u7/2

,

I01 = ι(ux) =
ux
u3/2

, I20 = ι(utt) =
utt
u6
,

I02 = ι(uxx) =
uxx
u4

, I11 = ι(utx) =
utx
u2

,

· · · (17)

再将 (16)式代入 (14)式中可得不变微分算子,

D1 = u−5/2Dt, D2 = u−1/2Dx, (18)

由 (18)可得不变微分算子的交换关系为

[D1,D2] =
5

2
I01D1 −

1

2
I10D2. (19)

用αij = ι(τij), βij = ι(ξij), Φij = ι(φij)来表

示不变量化的Maurer-Cautan形式, 由定理 2和定
理3得不变量化Maurer-Cautan形式所满足的确定
方程

αU = αX = αTT = βT = βU = 0,

βX =
1

5
αT ,

Φ = −2

5
αT , · · · (20)

根据 (11)式, 设方程 (1)的一般无穷小生成
元为

v =(c1 + c3t)∂t+ (c2 +
1

5
c3x)∂x

− 2

5
c3u∂u, (21)

c1, c2, c3是常参数, 其延拓系数为

φ̂ij = (−2

5
− i− j

5
)c3uij , i+ j > 1. (22)

将φ = −2
5c3u代入 (20)式计算得

c3 = τt.

再由 (22)式可得递推公式

Φ̂ = ι(φ̂) = −2

5
αT ,

Φ̂10 = ι(φ̂10) = −7

5
αT I10,

Φ̂01 = ι(φ̂01) = −3

5
αT I01,

Φ̂ij = ι(φ̂ij) = −2 + 5i+ j

5
αT Iij ,

i+ j > 1. (23)

再根据定理4, 得到如下的递推公式:

0 = dH H1 = ω1 + α,

0 = dH H2 = ω2 + β,

0 = dHI00 = I10ω
1 + I01ω

2 − 2

5
αT ,

dHI10 = I20ω
1 + I11ω

2 − 7

5
αT I10,

dHI01 = I11ω
1 + I02ω

2 − 3

5
αT I01,

dHIij = Ii+1,jω
1 + Ii,j+1ω

2 − 2 + 5i+ j

5
αT Iij ,

i+ j > 1. (24)

由 (24)式解得

α = −ω1,
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β = −ω2,

αT =
5

2
(I10ω

1 + I01ω
2). (25)

将 (25)式代入 (24)式, 再利用定理4, 使定理4的每
一个等式两边关于ω1 和ω2的系数相等, 就得到了
微分不变量的递推关系式

D1I10 = I20 −
7

2
(I10)

2,

D2I10 = I11 −
7

2
I10I01,

D1I01 = I11 −
3

2
I10I01,

D2I01 = I02 −
3

2
(I01)

2,

D1Iij = Ii+1,j −
2 + 5i+ j

2
IijI10,

D2Iij = Ii,j+1 −
2 + 5i+ j

2
IijI01,

i+ j > 1, (26)

这样, 由上式知 I10和 I01为 (1)的一组微分不变
量基.

利用文献 [22]中的Gröbner基算法, 就可由
(18)式和 (26)式推导出 (1)式的不变量代数的基
本关系

D1I01 −D2I10 − 2I10I01 = 0. (27)

4 耦合KdV-MKdV方程的微分不
变量

方 程 (2)的 全 空 间M = R4的 坐 标 为

(t, x, u, v), 对应的无穷小确定方程为

φt =φx = φv = τx = τu = τv = τtt

=ξt = ξu = ξv = 0,

φu =
φ

u
, ξx =

1

3
τt,

ψ =− 2

3

(a+ v)

(
3

2
φ+ uτt

)
u

, (28)

由 (28)式求得一组无穷小生成元的基

v1 = ∂t,

v2 = ∂x,

v3 = u∂u− (v + a)∂v,

v4 = t∂t+
1

3
x∂x− 2

3
(a+ v)∂v, (29)

则对应的李伪群为

(T,X,U, V )

= exp(λ4v4) ◦ exp(λ3v3) ◦ exp(λ2v2) ◦ exp(λ1v1)

=
(

eλ4(λ1 + t), e1/3λ4(λ2 + x), u eλ3 , v e−λ3−2/3λ4

+ a e−λ3−2/3λ4 − a
)
. (30)

根据 (5)式可得 (2)式的水平余坐标架

dHT =(Tt + Tuut + Tvvt)dt

+ (Tx + Tuux + Tvvx)dx

= eλ4dt,

dHX =(Xt +Xuut +Xvvt)dt

+ (Xx +Xuux +Xvvx)dx

= e 1
3λ4dx (31)

和对偶全微分算子

DT = e−λ4Dt, DX = e− 1
3λ4Dx. (32)

将 (32)式连续的作用在

U = u eλ3 ,

V = v e−λ3− 2
3λ4 + a e−λ3− 2

3λ4 − a

上, 得到延拓的伪群坐标

T = eλ4(λ1 + t),

X = e 1
3λ4(λ2 + x),

U = eλ3u,

V = v e−λ3− 2
3λ4 + a e−λ3− 2

3λ4 − a,

UT = eλ3−λ4ut,

UX = eλ3− 1
3λ4ux,

UTT = eλ3−2λ4utt,

UXX = eλ3− 2
3λ4uxx,

UTX = eλ3− 4
3λ4utx,

VT = e−λ3− 5
3λ4vt,

VX = e−λ3−λ4vx,

VTT = e−λ3− 8
3λ4vtt,

VXX = e−λ3− 4
3λ4vxx,

VTX = e−λ3−2λ4vtx,

· · · (33)

构造耦合KdV-MKdV方程的活动标架: 令

T = 0, X = 0, U = 1, V = 0, (34)
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解得

λ1 = −t,

λ2 = −x,

λ3 = − lnu,

λ4 = −3

2
ln a

u(v + a)
, (35)

λ1, λ2, λ3, λ4为伪群参数. 将 (35)式代入 (33)式中
可得正规化的微分不变量

H1 = ι(t) = 0,

H2 = ι(x) = 0,

I100 = ι(u) = 1,

I200 = ι(v) = 0,

I110 = ι(ut) =
a

3
2

u
5
2 (v + a)

3
2

ut,

I101 = ι(ux) =
a

1
2

u
3
2 (v + a)

1
2

ux,

I120 = ι(utt) =
a3

u4(v + a)3
utt,

I102 = ι(uxx) =
a

u2(v + a)
uxx,

I111 = ι(utx) =
a2

u3(v + a)2
utx,

I210 = ι(vt) =
a

5
2

u
3
2 (v + a)

5
2

vt,

I201 = ι(vx) =
a

3
2

u
1
2 (v + a)

3
2

vx,

I220 = ι(vtt) =
a4

u3(v + a)4
vtt,

I202 = ι(vxx) =
a2

u(v + a)2
vxx,

I211 = ι(vtx) =
a3

u2(v + a)3
vtx. (36)

再将 (35)式代入到 (32)式, 得到耦合KdV-MKdV
方程的微分不变算子

D1 =
a3/2

u3/2(v + a)
3
2

Dt,

D2 =
a

1
2

u
1
2 (v + a)

1
2

Dx, (37)

由 (37)可得不变微分算子的交换关系为

[D1,D2]

=
3

2

(
I101 +

1

a
I201

)
D1 −

1

2

(
I110 +

1

a
I210

)
D2. (38)

αij = ι(τij), βij = ι(ξij), Φij = ι(φij), Ψij =

ι(ψij)表示不变量化的 Maurer-Cautan形式. 由定
理 2和定理 3得不变量化的Maurer-Cautan形式所
满足的确定方程

ΦT =ΦX = ΦV = αX = αU = αV = αTT

=βT = βU = βV = 0,

ΦU =Φ, βX =
1

3
αT ,

Ψ =− 2

3
a

(
3

2
Φ+ αT

)
, · · · . (39)

根据 (29), 设方程 (2)的无穷小生成元的一般
形式为

v =(c1 + c4t)∂t+
(
c2 +

c4
3
x
)
∂x+ c3u∂u

−
(
c3 +

2

3
c4

)
(v + a)∂v, (40)

c1, c2, c3, c4是常参数, 其延拓系数为

ϕ̂ij =

(
c3 − ic4 −

j

3
c4

)
uij ,

ψ̂ij =−
(
c3 +

2

3
c4 + ic4 +

j

3
c4

)
vij ,

i+ j > 1, (41)

将φ = c3u, ψ = −
(
c3 +

2

3
c4

)
(v + a)代入 (39)得

c3 = φ, c4 = τt.

再由 (41)式可得下面的递推公式

Φ̂ij =ι(φ̂ij) =

(
Φ−

(
i+

j

3

)
αT

)
I1ij ,

Ψ̂ij =ι(ψ̂ij) = −
(
Φ+

(
2

3
+ i+

j

3

)
αT

)
I2ij ,

i+ j > 1, (42)

再根据定理4得

0 = dHH
1 = ω1 + α,

0 = dHH
2 = ω2 + β,

0 = dHI
1
00 = I110ω

1 + I101ω
2 + Φ,

0 = dHI
2
00 = I210ω

1 + I201ω
2 − 2

3
a(

3

2
Φ+ αT ),

dHI
1
ij =I

1
i+1,jω

1 + I1i,j+1ω
2 + (Φ− (i+

j

3
)αT )I

1
ij ,

dHI
2
ij =I

2
i+1,jω

1 + I2i,j+1ω
2

− (Φ+ (
2

3
+ i+

j

3
)αT )I

2
ij , (43)

其中 i+ j > 1. 由上式解得

α =− ω1,
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β =− ω2,

Φ =− I110ω
1 − I101ω

2,

αT =
3

2

((
1

a
I210 + I110

)
ω1

+

(
1

a
I201 + I101

)
ω2

)
. (44)

将 (44)式代入到 (43)式中, 再根据定理 4, 使
等式两边关于ω1 和ω2的系数相等, 得到微分不变
量的递推公式

D1I
1
10 = I120 −

5

2
(I110)

2 − 3

2a
I210I

1
10,

D2I
1
10 = I111 −

5

2
I101I

1
10 −

3

2a
I201I

1
10,

D1I
1
01 = I111 −

3

2
I110I

1
01 −

1

2a
I210I

1
01,

D2I
1
01 = I102 −

3

2
(I101)

2 − 1

2a
I201I

1
01,

D1I
1
11 = I121 − 3I110I

1
11 −

2

a
I210I

1
11,

D2I
1
11 = I112 − 3I101I

1
11 −

2

a
I201I

1
11,

D1I
1
20 = I130 − 4I110I

1
20 −

3

a
I210I

1
20,

D2I
1
20 = I121 − 4I101I

1
20 −

3

a
I201I

1
20,

D1I
1
02 = I112 − 2I110I

1
02 −

1

a
I210I

1
02,

D2I
1
02 = I103 − 2I101I

1
02 −

1

a
I201I

1
02,

D1I
2
10 = I220 −

5

2a
(I210)

2 − 3

2
I110I

2
10,

D2I
2
10 = I211 −

5

2a
I201I

2
10 −

3

2
I101I

2
10,

D1I
2
01 = I211 −

3

2a
I210I

2
01 −

1

2
I110I

2
01,

D2I
2
01 = I202 −

3

2a
(I201)

2 − 1

2
I101I

2
01,

D1I
2
11 = I221 −

3

a
I210I

2
11 − 2I211,

D2I
2
11 = I212 −

3

a
I201I

2
11 − 2I211,

D1I
2
20 = I230 −

4

a
I210I

2
20 − 3I110I

2
20,

D2I
2
20 = I221 −

4

a
I201I

2
20 − 3I101I

2
20,

D1I
2
02 = I212 −

2

a
I210I

2
02 − I110I

2
02,

D2I
2
02 = I203 −

2

a
I201I

2
02 − I202,

D1I
1
ij = I1i+1,j −

3i+ j + 2

2
I110I

1
ij −

3i+ j

2a
I210I

1
ij ,

D2I
1
ij = I1i,j+1 −

3i+ j + 2

2
I101I

1
ij −

3i+ j

2a
I201I

1
ij ,

D1I
2
ij = I2i+1,j −

3i+ j + 2

2a
I210I

2
ij −

3i+ j

2
I110I

2
ij ,

D2I
2
ij = I2i,j+1 −

3i+ j + 2

2a
I201I

2
ij

− 3i+ j

2
I101I

2
ij , (45)

其中 i + j > 1. 由上式知耦合KdV-MKdV方程的
微分不变量基为 I110, I101, I210, I201.

利用参考文献 [22]中的Gröbner算法, 由 (37)
式和 (45)式可得到耦合KdV-MKdV方程的不变量
代数的基本关系

D2I
1
10 −D1I

1
01 + I110I

1
01 +

3

2a
I110I

2
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2
01
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2
I210I

1
01 = 0. (46)

5 结 论

这篇论文用Olver教授的等价活动标架方法,
通过方程的李伪群来构造原方程的活动标架, 计算
了CDG和耦合KdV-MKdV方程的微分不变量和
微分不变量代数关系. 文章的结论可以用在很多关
于不变量的问题中. 下一步的工作是利用文章中的
结果来进一步求解方程的不变解和计算一些具有

无穷维无穷小生成元的偏微分方程的微分不变量.
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Abstract
In this paper, the differential invariants of Lie symmetry groups of the CDG equation and the coupled KdV-MKdV

equations are obtained. Their syzygies and recurrence relations are classified, which are based on the algorithms of
equivariant moving frames.
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